Solutionnaire du chapitre 5

1.11a premiere intégrale donne
-[()2 -[—31 xydxdy - IOZ I:% xzyilil dy
= [F([29¥]-[2¥]) v

La deuxieéme intégrale donne

Jy vt =[23°];
= [2-4]-[2-0]
=8

1.21a premiere intégrale donne

Ijljjv(2x2+3y)dxdy:jl lx3+3xy]y dy
I( 2y'+3yy] [—%yS—Syy])dy

J- +6y

La deuxiéme intégrale donne

1.31a premiere intégrale donne
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I/ e [ |

L[

a .
= IO sin xdx

La deuxieéme intégrale donne

T z
J‘O sin xdx = [—cos x|

=—cosz——cos0
=2

141 premiere intégrale donne

3
12 2Y\2
[ ey [

La deuxiéme intégrale donne
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3
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3
1282264 06

1.51a premiere intégrale donne

J-IJ‘;X (x2 +y? ) dydx =

0

La deuxieéme intégrale donne

1 1
_1,6_ 4.3 2_ .42 1,7 _1,4,2,3_1,2_2
I{)( X —5X +2x x+3)dx—[ X —3X X =5 X +3x}

0
=[~4-4+4-4+3]-[0]

T
42

1.6 La premiere intégrale donne
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cosy

J‘(m J‘:O”x sin ydxdy = J- [ x*siny

I [ x*sin y
I, ([#(eosy siny]—[O])dy

/4 .
=%J-O (cos y)4 sin ydy

COS)

ly
]

0

Pour faire la deuxieme intégrale, on pose

U=cosy

du = —sin ydy

La 2° intégrale est donc

/4
%J.O (cos y) sin ydy = —%

1.7 La premiere intégrale donne

e[| |

x +1 x“+1],
=['|| === |-[0] |dx
0 x*+1
[ dx
O\Jx*+1
Pour faire la deuxiéme intégrale, on pose
u=x"+1
du=2x

La 2° intégrale est donc
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1.8 La premiere intégrale donne
Ley 1 1 . y
j _[ dxdy = Io[arsmh x];) dy

0do m
=J.;([arsinh y]—[O])dy

= J.; arsinh ydy

La 2° intégrale est

1
J';arsinh ydy = [yarsinh y—+ly’ +1}
0
:[1arsinh(1)— I? +1J—[O—\/02 +1J
= arsinh(l)—ﬁ+1

=0,46716

1.9 1. premiere intégrale donne

J. rr}182xyzzgdzdydx J. J. [Txy Z dycx

B J.o .[() ([ } [0])dydx
- J.o .[0 31y dydx

La 2° intégrale est
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[y o
SIEROE

12
=J- L xdx
0

La 3° intégrale est

1.10 La premiere intégrale donne

) J:Zz [ (4x=2y~2)drdydz =, IOZZQ [ 22 ~2xy—xz | dydz
R e e

=0 (& =)y

La 2° intégrale est

J-OJ-( 2 -yz dydz J.[zzy—%yzzjzzz dz
~[\([22 422 <] -]

- [=-22)

La 3° intégrale est

2.1 onva intégrer en y en premier.
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Eny,onvadey=xay=2-x".

Enx,onvadeOal.

On a donc ;
1 p2-4? 0 1 ?
”(x—y)dA:'[oL (x—y)dydx \
La premiere intégrale est y=2- x?

2x—x° —%(4—4x2 +x4)]—[%x2])dx

La deuxieéme intégrale est

1
J.O(—%x“—x3 +%x2+2x—2)dx=[—%x5 —Ixt i+ 5 —2x]

1
0
=[-4-1+1+1-2]-[0]

—_1
20

On pourrait aussi intégrer en x en premier, mais ce serait plus long, car il faudrait
séparer la région d’intégration en deux.

[[(x=y)aa= f;f:(x— y)dxdy+fjozm(x— y) dxdy
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2.2 Premiére possibilité : on va intégrer en y en premier.

X YA

Eny,onvadeOa y=2-x.

En x,onvadeOa?2.
2

On a donc

X+ty=2
2 p2-x
U(x+ y)a’AzIO IO (x+y)dydx _

0 2 X

La premiere intégrale est

[ Cor = [ Toved
=L;“}(2—x)+%(2—xf}-{ondx

I{2(2x—x2 +%(4—4x+x2))dx

)
r(—%xz +2)dx

0

La deuxieme intégrale est

J-Oz(—%xz + Z)dx = [—%x3 + 2x]z
=[-+2’+2-2]-[0]

8
3

Deuxieme possibilité : on va intégrer en x en premier

Enx,onvadeOa x=2-y. YA
Eny,onvade(a?2.
On a donc 2
X+y=2
2 p2-y
[[(x+y)da=[ [ (x+y)dxdy .
0 2 X

La premicere intégrale est
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La deuxieme intégrale est

J (4 +2)dy=[ %y +2:]
=[-12’+2-2]-[0]

— 8

3

2.3 onva intégrer en y en premier. YA
Eny,onvade y=x"ay=2-x.
Enx,onvadeOal.

On a donc

H xdA = I ; L?x xdydx

La premiere intégrale est

J: I ;_x xdydx = J: [xy]i;x dx

:j;([x(Z—x)]—[x-x3])dx

:j()l(Zx—xz—x4)dx

La deuxieme intégrale est
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On pourrait aussi intégrer en x en premier, mais ce serait plus long, car il faudrait
séparer la région d’intégration en deux.

I J- XxdA = J-Ol J-OW xdxdy + J-lz J-OZW xdxdy

2.4 premicre possibilité : on va intégrer en y en premier.

YA
Eny,onvadey=2—x ay:m_
Enx,onvadeOa?2. x2+y?=4
On a donc . , >
%
” X’ ydA = J.Oz J.j:_j x* ydydx U\
x+y-2=0

La premiere intégrale est

N
¢

) J2-x

La deuxieéme intégrale est
J‘Z(—x4 +2x3)dx = [—ixs +ix4]2
0 5 2 0

=[-427+42']-[0]
— 8
-5

Deuxieme possibilité : on va intégrer en x en premier
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YA
Enx,onvadex=2—yax=,4-y".
2+ 2=4
En y, on vade 022, S
On a donc 0 2

<Y

H xzydA = J-Oz J-F xzydxdy
x+y-2=0

La premiere intégrale mene a |

L1 s =[ae0) o
=[] [ )

Déja, on voit que les intégrales sont plus difficiles a faire. Ce n’est donc pas la
meilleure solution.

2.5 onva intégrer en x en premier.

YA
Enx,onvade x=yax—-%-y.
y+x:%
En y, on vade 0 a /4. y=x
|
On a donc 4
. 0/ 8 .
. G (27 . "
”sm(x+y)dAzI0 J.y sin (x+ y) dxdy 2—‘ g . &

La premiere intégrale est

T o

I(;I;} sin (x+y) dxdy = If[—c:os(ﬁ y)]f‘y dy

= [[([~cos (5= v+ y)]-[~cos(y+ )]}y

—I4 —cos( +cos(2y))dy

z
4

= COS
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La deuxieme intégrale est

0

J-%cos(Zy)dy = Bsin(Zy)]0

College Mérici, Québec

=[ 4sin(2%) |]-[0]

S

On pourrait aussi intégrer en y en premier, mais ce serait plus long, car il faudrait

séparer la région d’intégration en deux.

z

Hsin(x+ y)dA = jfjoxsin(x+ y)dydx+EE_xsin(x+ y)dydx

2.6 onva intégrer en y en premier.
Eny,onvade y=2xay=3—x".

Pour trouver les bornes en x, il faut trouver les points
de croisement de ces fonctions. Aux croisements, on
a

2x=3—-x"

Cette équation nous donne

x*4+2x-3=0
(x+3)(x=1)=0

<Y

Les points de croisement sont donc -3 et 1. Ainsi,on vade-3a 1enx

On a donc

ran=[.J." vavax

La premiere intégrale est

Version 2025
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La deuxieme intégrale est
.[_13(%)64 —5x7 +%)dx = [%xs -3y +%x]1_3
=[5 331 [H(-3) -3(-3) +3(-3)|
[#]-[-28 +45-2]
[#H]

15

On pourrait aussi intégrer en x en premier, mais ce serait plus long, car il faudrait
séparer la région d’intégration en deux.

J] yaa= f f iy Y+ j j o Yy

(En plus, les intégrales sont nettement moins faciles dans ce cas.)

YA
2.7 Premicre possibilité : on va intégrer en y en
premier. y = X2
Eny,onvade0a y=x’.
N\ R
Enx,onvadeOal. 0 ] 7
On a donc

”xsin(y)dA ='[;'[:2xsin(y)dydx

La premiere intégrale est
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J-(:'[:zxsm(y)dydx:Il[—xcos ]xz g
_J. ([ xcos( ]—[—x])dx
=J.O(x—xcos(x ))dx

La deuxieme intégrale est

j;(x—xcos(xz))dx:j;xdx—j;xcos(xz)dx
:J.(jxdx—%j;cos(u)du

= [ixZT —1[sin u]i)

=1—1sinl

=0,07926

Deuxieme possibilité : on va intégrer en x en premier

Enx,onvadex:\/;éle. YA

Eny,onvadeOal. /y=x2

On a donc
\\ %

”xﬂnyd4=ﬁ[%xﬁndn@

@)
<Y

La premiere intégrale est
J.; Ll;xsin ydxdy = J.; [% x* sin y}lﬁ dy
= [} ([sin y]-[& ysiny])ds
= [ (4sin y—Lysin y)dy

La deuxieme intégrale est
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fol(%siny—%ysin y)dy =[—%cos y—4(sin y— ycos Y)]:)
= [—%cosl—%(sinl—cosl)]—[—%cosO—%(sinO—OcosO)]

[ tsint]-[-4]

—1_1g;
=5 —>sinl

2.8 Premicre possibilité : on va intégrer en y en premier.

Eny,onvade y=x al. YA

Enx,onvadeOal.

On a donc B(0,1) Cc(1,1)

” e'dA = I()l Ll e“dydx

x<Y

0(0,0) 1

La premiere intégrale est

[ eiem e ] o
= [ ([e"]-[xe"])ax

= _[ ex —xe* ) dx
0
La deuxieme intégrale est

jol(ex —xe")dx = [e”‘ —e" (x—l)]:)
= [el —e' (1—1)]—[60 —¢° (0—1)]
=[¢']-[1-1(0-1)]

=e-2
=~0,71828

Deuxieme possibilité : on va intégrer en x en premier
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Enx,onvadeOa x=y. YA

Eny,onvadeOal.

On a donc B(0,1) C(1,1)

[fean=J[ ey

La premiere intégrale est

x<Y

0(0,0) 1

Jo [y eanty=[[e' ] as
= I;(ey —eo)dy

= I;(ey —1)dy

La deuxieme intégrale est

Ju(er=t)dy=[e=],
= [el —1}—[60 —O]
=[e-1]-[1]

=e-2

(On constate que ¢’était un peu plus facile en intégrant en x en premier.)

2.9 onva intégrer en x en premier.

YA
Enx,onvade x=y—-lax=y. X=y-1
y y =2 yz
Eny,onvadela2. 1 /R%H’
y:
On a donc
0 X

[[Gery)aa=[" (x+y)dudy

La premiere intégrale est
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|
1
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|
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|
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L1
N —
&

La deuxieéme intégrale est

On pourrait aussi intégrer en y en premier, mais ce serait plus long, car il faudrait
séparer la région d’intégration en deux.

”(x+ y)dA = j;jlx+l(x+ y)dydx+jlzjx2(x+ y)dydx

2.10 onva intégrer en y en premier. (Ici, peu importe 1’ordre d’intégration, il faut
séparer la région d’intégration en 2)

Partie de gauche

Eny,onvadeOal—x2 y

Enx,onvade-1a0.

Partie de droite

Eny,onvadex-12a0.

Enx,onvadeOal.

On a donc

Version 2025
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0 pl-x 160
[J(2x=3)da=]" [~ (12x=3)dydx+] [ (12x-3)dydx
Les intégrales en y donnent

II(12x—3)dA = J-_Ol[12xy —3y](1)_)rz dx + I(j[ley ~3y]", dx
= [ ([12x(1=)=3(1=") ] [0]jax+ [ ([0]-[125(x~1)=3(x-1)]) _ s

= [ (120-1200 = 3435 dr— [ (120 =120 ~3x+3) dx

= [ (120126 =343 )dx- [ (120 =152 +3) dx
Les intégrales en x donnent

[[(126-3)aa=[" (120 -122" ~3+32*)dx~ [ (1227 ~15x+3) dx

0

= [6)62 —3x* —3x+ x3]_1 —[4x3 —Lx+ 3x];

= ([0]-[6-3+3-1])-([4—%+3]-[0])
S

—_9

- 2
On pourrait aussi intégrer en x en premier.

Partie du bas
Enx,onvadeOay+ 1. .V

Eny,onvade-1a0.

Partie du haut -1 - -

Enx,onvade —/lI-y aO0.

Eny,onvadeOal.

On a donc
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0 py+l 160
[[(2x=3)da=] [ (12x-3)dxdy+] J._Jl__y(IZx—3)dxdy
Les intégrales en x donnent

[[(12x-3)da=

dy

—1-y

il
°1([6<y+1) =3(y+1)|-[0]) v+ [} ([0]-[ 6(1-y) +3{1=y ]} ay
(6y2+12y+6 3y-3)dy~- j(é 6y+3y1-y)dy

il

6y> +9y+3)dy - j(6 6y+3y/1-y)dy

Les intégrales en y donnent

1

H(le 3)dA= [Zy +3y +3y] {6y—3y2—2(1—y);}

=([0] -[-2+3-3])-([6-3]-[-2])

0

NI»—-

(SN}

2.11 onva intégrer en x en premier (les équations des limites de la zone d’intégration

suggerent fortement que c’est ce qu’il faut faire. (Ici, peu importe 1’ordre
d’intégration, il faut séparer la région d’intégration en 2.)

<

Partie de gauche 2k

Enx,onvadey?-1a0.

Eny,onvade-1al. x=y"-1

Partie de droite \

Enx,onvade0a?2-y2

Eny,onvade—\/a 51\/5.

On a donc
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[[(65* +10yx*)aa = j_llj;_l(@z +10yx4)dxdy+j_@j02"’z(6y2 +10yx") dxdy

Les intégrales en x donnent

[[ (65" +10yx*)dA = j_ll[6y2x+2yx5]jz_l dy+jf5[6y2x+ 2yx5]§_y2 dy
= [ ([01-[6r (2 =)+ 20 (1) JJav+ [ [ 63 (2= 37) 25 (2= ) | -[0]) v
:-j_ll[6y2 (32 =1)+2y(" —l)s}dy+jfi(6y2 (2-7*)+25(2-5*) )y
On va faire les intégrales en y une a la fois. La premizre donne
—.[_11[6y2 (y* -1)+2y(y? —l)s}dy :—j_ll[6y4 —6y%+2y(y? —1)5}@
=—[ [6y* ~6y* Jay+[ 2y(y*~1) dy
=] [6y" =6y Jdy+ [ u'du

=-[£y°-2y°] +0
=—($-2)+(-£+2)

On va faire les intégrales en y une a la fois. La deuxieéme donne

IZ(@Z(2—y2)+2y(2—y2)5)dy=jf5 12y2—6y4+2y(2‘y2)5)dy

:8‘23/2_%'25/2
=2(8-2-1.4)
ZS_SZJE

On a donc
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[[(6y* +10yx*)dA =$+22

On peut aussi intégrer en x en premier.

Partie de gauche y

Eny,onvade —~/x+1 a v/x+1.

Enx,onvade-12a0.

Partie de droite

Eny,onvade —+/2—x a V2—x.

Enx,onvadeOa?2.

On a donc
[ (6 +1ny4)dA:ﬁIg(6yz +10yx4)dydx+J02J_j2(6y2 +10yx") dydx

Les intégrales en y donnent

".'[(6y2 +1OyX4)dA - .'.—01[2)]3 +5y2x4}f/?_1 dx+.'.02[2y3 +5y2x4}ﬁ—;x: dx

= ji([zﬁS +5(x+1)x4}—[—2\/m3 +5(x+1)x4})dx
+I§([2ﬂ3 +5(2—x)x4}—[—2\/ﬂ3 +5(2—x)x4})dx
=" aar U+ [F a2 dx

3/2

0 3/2 2
= [ 4(x+1)" dre+ [ 4(2-x)" dx

Les intégrales en y donnent
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_“.(6))2 +1()yx4)dA _ Iol4u3/2du—j:4u3’2du

1 0
(4.2, 2,52
_|:4?u ]0_[4?“ ]2
—_ 848 952
=5+5:2

=822

2.12 onva intégrer en y en premier. (En intégrant en x en premier, il faudrait séparer la
région en 4 parties.)

Partie de gauche y
(—4.4) 4 (2.4)
Eny,onvadey=xay=-x 3t

En x,onvade -42a0.

Partie de droite

(-4.-4) _af (2,-4)

Eny,onvadey=2xay=-2x

En x, on vade 0 a?2.

On a donc
[or=2")ar= [ o= [ o=

Les intégrales en y donnent

[Jlo=y)an=[ [t =4 des [ [10 =3 ] ax
=.[i([%x~x2 +%x3}—[%x'x2 —§x3})dx+.[;([%x'4x2 —§8x3]—[éx'4x2 +§8x3])dx
=Ii%x3dx—joz%x3dx

Les intégrales en x donnent
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e

[=staa=[3+T,~[x],
=(o1-[2])-([=1-o)

=-64

2.13 a) Selon les bornes, la région d’intégration va de 0 4 8 entre les courbes x =y’ et
x =2. Larégion d’intégration ressemble donc a cela.

9_

S_
Si on change I’ordre, on a
Eny,onvadeOay=x3 61
En x, on vade 0 a 2. y
L’intégrale est donc 3

2 px° y i

j .[ ———dydx 1

0

0 1
x

b) Selon les bornes la région d’intégration va de -4 a 0 entre les courbes y =+/—x et
y = 2. Larégion d’intégration ressemble donc a cela.

y=v-x

Enx,onvadex=-y2ax=0
Eny,onvade(a?2.
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L’intégrale est donc

'[02 J‘_Oy2 x_2/3 Iy5/3 + ldxdy

c¢) Selon les bornes la région d’intégration va de 0 a 2 entre les courbes y = -x et y = 3x.
La région d’intégration ressemble donc a cela.

8-

24 Yy - L

En intégrant en x en premier, il va falloir séparer cette région en 2 parties.
Partie du bas

Enx,onvadex=-yay=2

Eny,onvade-2a0.

Partie du haut

Enx,onvadex=y3ay=2

Eny,onvadeOab6.
L’intégrale est donc

IOZJ‘Z (Syzx3 + 2)dxdy +J‘;Lz/3(5y2x3 + 2)dxdy

LYy
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2.14 si on tente de faire cette intégrale

foJo e v

on a un probleme en partant, puisqu’il n’y a pas de solution simple a I’intégrale en y.
(I y en a une, mais c’est une fonction que vous ne connaissez pas.)

On va donc tenter de changer 1’ordre d’intégration pour voir si on arrive a une version
qu’on peut résoudre.

Selon les bornes la région d’intégration va de 0 a 1 entre les courbes y = 2x et y = 2.
La région d’intégration ressemble donc a cela.

0

0 02 04 06 08
Enx,onvadex=0ax=y/2

Eny,onvadeOa?2.

L’intégrale est donc

On a alors

On peut alors faire cette intégrale en posant
2
U=y
du =2ydy
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On a alors

3.1 Laformedela région suggere fortement d’intégrer en y en premier.
Eny,onvade y=x"-3 2 y=1-x".

En x, on va d’un point de croisement des
fonctions a I’autre.

Ces points de croisements sont

1-x*=x*-3
4=2x"
2=y

x:i\/i

En x, on va donc de —\/5 a \/5

L’aire est donc
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=1 v
V2 —x

3.2 Premicre possibilité : intégrer en y en

College Mérici, Québec

premier

1

En y, on va de y=3/; ay=——3x.

En x, on va d’un point de croisement des
fonctions a I’autre.

Ces points de croisements sont

x=-8 et x=0
En x, on va donc de -8 a 0.

L’aire est donc

Version 2025
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Deuxieéme possibilité : on va intégrer en x en premier

En x,on vade x =-2y?ax = )3,

Eny,onvade-2ao0.

(Puisqu’on sait que le point de
croisement est a x = -8, donc ay =-2.)

L’aire est donc

A= j_’:yz ddy
=[], v
= .[_Oz(y3 +2y% ) dy
=[],
=[0]-[£-16-2-8]
i}

3

3.3 Laformedela région suggere fortement d’intégrer en x en premier.
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Enx,onvade x=—Jy a x=y".

Eny,onvadeOal.
L’aire est donc
A={[dA S -
= j_yzﬁdxdy
= J‘Ol[x]% dy ; i j "
=J, (7 )y | |
=[1y'+1"]

(143110

=1

4.1 premicre possibilité : On va intégrer en y en premier

Eny,onvade-1a0.

Enx,onvadeOal. (0,=1.1) .
Le volume est donc (L=-1.1) I~
=V
Y
vzﬂysz
[y 0~
=], yidvdx /
(1,=1,0) 7|
On a donc o
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Deuxieme possibilité : on va intégrer en x en premier.

Enx,onvadeOal.
Eny,onvade-1a0. (0,=1, 1) .

Le volume est donc (LL=1.1)

V=] y'da

0 e
=] J, ydudy /"
(1.=1.0)

On a donc v

v=[ [y d
= j_olliyz —0]dy
= j_olyzdy

],

0-4(-1)

Il Il
W=

=

4.2 premicre possibilité : on va intégrer en y en premier.

Eny,onvadeOa?2.

En x,onvade O a?2.

~ 8
Le volume est donc
Fo6 z =2y
v = [[2xyda '
. ~ 4 0<x<2
- jo jo 2xydydx ] 0<v=g2
2
On a donc > 3
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2xydA = ’ 22xydyabc
[J2wvaa=| [
=[ ;[0 Jax
:IOZ(x-4—x-O)dx

= .[02 4 xdx

Deuxieme possibilité : on va intégrer en x en premier.

En x,onvadeOa?2.

Eny,onvadeOa?2.

~ 8
Le volume est donc
Fo6 z =2y
V= j j 2xydA '
2 02 =4 0<xs2
- J-o J-o 2xydxdy 0<v<2
On a donc B )
v=[TerT o -
X
= [, (4-y=0-0)ax
-[2v7],
=2-4-2-0

4.3 premicre possibilité : on va intégrer en y en premier.
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Eny,onvadeOal-x :T
Enx,onvadeOal. l

Le volume est donc \

v=([(1-x")da 9 \ L,
=ﬁﬁﬁﬁ—xﬂdmk I y=l—%

On a donc

Deuxieme possibilité : on va intégrer en x en premier.

Eny,onvadeOal-y
Enx,onvadeOal. IT

Le volume est donc z=1—x

v=[[(1-x")da
:I;I;_y(l—xz)dxdy 1 \ i—-—')’v

On a donc
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4.4 premicre possibilité : on va intégrer en y en premier.

Eny,onvade\/;él. z)

Enx,onvadeOal.

Le volume est donc
v=[[(1-y)dA

[ 0

On a donc
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Deuxieme possibilité : on va intégrer en x en premier.

En x, on vade 0 a y2. i
Eny,onvadeOal.

Le volume est donc

v=[[(1-y)da

= lJ‘y (1—y)dxdy

On a donc

V[ [x-n] d
=[([»*-»*y]-[0])ay
=[ (= y")dy
=[+y'-1y']

[$-4]-[0]

1

12

4.5 premicre possibilité : on va intégrer en y en premier.

Eny,onvadeOad4—x2
En x, on vade -2 a 2.

Le volume est donc

v =[[2yaa

= J-_zz I :_X 2 ydydx

On a donc

Version 2025 5-Les intégrales multiples 34



Luc Tremblay College Mérici, Québec

= [16x—%x3 +§x5}:
=|16:2-5(2) +4(2)" | -[16-2-3(-2) +4(-2) |
— 256 _ _ 256

15 1

512

Deuxieme possibilité : on va intégrer en x en premier.

En x, on va de —\/4—y a \/4—y
En x, on vade 0 a 4.

Le volume est donc

V:jjzydA

4 pfa-y
=IO I_WZydxdy
On a donc

V=] T2n] 7 dy
= ([2a=y [0 a=y v
SN

{Mm—yﬁ

15 o
:[o]{%f)mﬂ

_st2
15
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4.6 Pour trouver les limites de la région d’intégration, il faut connaitre 1’équation de la
courbe tracée par la surface sur le plan xy. Sur ce plan, on a z=0. On a donc

0=16—x"—y?
x*+y° =16

C’est un cercle de rayon 4.

Premiére possibilité : intégrer en y en premier

En y, on va de J16—x* 2 V16— 1=

En x, on vade -4 a 4.

Le volume est donc
1% :jj (16-x7 —y?)dA

_J' .[Jl;% 16 X -y )dydx

La premiere intégrale donne

16x

_[ [16)’—352)’ \/16—2

:I (|:16\/16—x2_x2\/16—x2 _%(16_)62)3/2j|—|:16m—x2m_%(16_x2)3/2j|)dx
= [ (3216 -5 ~216- 2 —2(16-x°) " ) ax

La deuxieme intégrale (fait avec wolfram) donne

4
v =| —4x/16-27 (+* ~40)-+128arcsin |
-4
=[0+128arcsin1]-[ 0+128arcsin (1) ]
=128arcsin1—128arcsin (—1)
=1282-128(~%)
=1287
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Deuxieme possibilité : intégrer en x en premier

En x, on va de —\/16—y2 a \/16_};2 20
Eny,onvade -4 a4.
Le volume est donc

V:”(16—x2—y2)dA

4 16—y
B .[—4 J-—Jlé—yz

(16—x2 - yz)dxdy

La premiere intégrale donne

V= j:[l6x—§x3 - yzx}\_/j/ii—; dy

La deuxieme intégrale (fait avec wolfram) donne

V= [—%y\/16— v (»* —4O)+128arcsinﬂ4
4

=[0+128arcsin1]-[ 0+128arcsin (1) ]
=128arcsin1—128arcsin (—1)

= 1282128 (—%)

=1287

5.1 premicre possibilité : on va intégrer en y en premier.

Eny,onvadeOalm-ux.
Enx,onvadeOalm.

On va calculer la masse en premier
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La masse est donc
M = j j odA

= J.J.6%xydA

= J:m J.Olm_x 6 % xydydx

On a donc

2

1m x—2m-x2+x3)dx

1m
3 4
mx —2m-x +%x}
- 0
L4 2,04 4 14
(2m =m +4m)

La position en x du centre de masse est

X, = ﬁﬂ oxdA

1
0,25kg

H 6% x*ydA

= 24#.[;” .[;m_x x* ydydx

Cette intégrale vaut

Version 2025
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YA
1
y=1-x
R
0 1 X

[
| £m? (1m)’ =3m-(1m)’ +5(1m)” |=[0]
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La position en y du centre de masse est

o = [f oy

1
0,25kg

= 24#_[;]11 J'Olm_x xy’dydx

.[J-6i—ﬁxy2dA

Cette intégrale vaut
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Il
¥
2
3
s
—_
S
sb)
I
oY)
3
[\
s
+
oY)
3
s
[\
|
S
(98]
N —
=

1m
=8%j 1m’ -x—3m2-x2+3m-x3—x4)dx
1m

0

=8%Bm3 2 =1m e +3imext —%xj]
([4m* - (m)” =1 -(1m)" + 2 (1m)" =L (1m)" |~ [0])

_Q 1 (1,5 5,3.5 1.5
—Sm—4(5m —1m +zm —sm )
=4m—-8m+6m—=tm

=0,4m

Deuxieme possibilité : on va intégrer en x en premier.

Enx,onvadeOalm-y.

YA
Eny,onvadeOalm.
On va calculer la masse en premier 1
y=1-x
La masse est donc R _
0 1 X
M = [[odA
=[[ 6 s

[ 6

On a donc
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[
=38 b (m) =3 (1m)' +4(1m)" | =[0]

La position en x du centre de masse est

X, = ﬁ J-J- oxdA

1
0,25kg

= 24# .[;m J-lm_y x* ydxdy

0

”6% x*ydA

Cette intégrale vaut
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3

Im —3m2-y+3m-y2—y3)ydy

Il
o)
3 |_
N
(=) —
3

=8%rm lmS-y—3m2-y2+3m-y3—y4)dy

=4m—-8m+6m—=tm
=0,4m

La position en y du centre de masse est

o = [f oy

1
0,25kg

= 24#_[;]11 J'Olm_y xy*dxdy

.[J-6i—ﬁxy2dA

Cette intégrale vaut
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v =12 [ [ ]"
T
"(tm=y) ydy
:12#]1"’)& (1m* =2m-y+ y*)dy

:12%_[“" 1m2-y2—2m-y3+y4)dy

5.2 a) Ici, on va intégrer en y en premier. On va aussi laisser tomber les unités pour
alléger la solution.

Eny,onvadex?2-4x +5ax+1.
Enx,onvadel a4.
On va calculer la masse en premier

La masse est donc

M :IIGdA

=[] 2dA

- .[ 14 .[ )::——14x+5 Zdydx

On a donc
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=27,

j( (x+1)] [ (¥ —4x+5)]) dx
= ["(2x+2-22* +8x-10)dx
=[(-2:® +10x-8) ax
=[-2x"+5x2-8x]
=[-264+5-16-8-4]-[-2+5-8]

=L -4
=9

La masse est donc de 9 kg.

La position en x du centre de masse est
1
X, = " H oxdA
1
=5 [[ 2xaa
4 mx+1
- %J-l J-x2 —4x+5 Xdydx
Cette intégrale vaut
] T

%j (I:x x+l):| [ (x —4x+5)])dx

(x +x—x +4x* - Sx)dx

o~

=11

Il
=11
_—

4( X +5x° —4x)dx

Y (VRN NCRV-Y RV VY

4
4 3 2
X +3x-2x ]1

|

1
4

[-4-256+%-64-2-16]-[-++3-2])

[F1--%)

(
(

La position en y du centre de masse est donc
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Vo = ﬁ” oydA
:éHZydA

_ % J-14 J-x+1 yelydx

X2 —4x+5

Cette intégrale vaut

X +2x+1) = (x* +16x" +25-8x" +10x” —40x) ) dx
—x*+8x’ —25x° +42x—24) dx
=é[—%x5 +2x =2 +21x° —24xJ?

[-1-1024+2-256-2-64+21-16-24-4]-[-1+2-2+21-24))

b) Ici, on va intégrer en y en premier. On va aussi laisser tomber les unités pour
alléger la solution.

Eny,onvadex?-4x+5ax+1.
Enx,onvadela4.
On va calculer la masse en premier

La masse est donc

M=J..[O'dA

= [[ 24

= J.:‘J.M 4 xdydx

X —4x+5

On a donc
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M J- [4xy]x 4x+i
=L ([4x x+1)]—[4x(x2—4x+5)])dx
=jl4(4x2+4x—4x3+16x2—20x)dx
4
= [ (-4x* +20x* ~16x) dx
[ xRN - 8)(2111
=[-256+264-8-16|-[-1+2-8]

[#H-4]

=45
La masse est donc de 45 kg.

La position en x du centre de masse est

X, = ﬁ J. J- oxdA
= 4LSJ-J. 4x- xdA

4 ex+l 2d d
=—= X X
45 J-l J-x2 —4x+5 y

Cette intégrale vaut

:%.[14 [xz (x+1)j—[x2 (x2 —4x+5)])dx

(x3+x —-Xx +4x3—5x2)dx
(-

=4[+ 4]
[-1-1024+2.256-4.64]-[-1+3-1])

(
=%l --%)

La position en y du centre de masse est donc
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yCWL =

Cette intégrale vaut

4 Patat
Yem = EJ.I x[y ]x2—4x+5 dx

o

% j j oydA
€L j j 4xydA

= [ oo

=2 14([x(x+1)2}—[x(x2—4x+5)2})dx

College Mérici, Québec

=2 14((x3 +2x° +x)—(x5 +16x° +25x—8x" +10x° —40x2))dx

=2 [(=2" +8x" ~25x" +42x° - 24x) dx

[\)

A

&

([ --%)

—
\O

3

4|

=2t iaT - 2t 114 - 1207 ]

Z([-1-4096+£-1024 - 2256 +14-64—12-16 |-[ -t + £ -2 +14-12))

5.3 a) Ici, on va intégrer en y en premier. (On pourrait aussi intégrer en x en premier, le
niveau de difficulté serait exactement le méme.) On va aussi laisser tomber les

unités pour alléger la solution.
En y, on va de x? é\/;

Enx,onvadeOal.

On va calculer la masse en premier.

La masse est donc

M = J' J' odA
= [[6da
5 s
On a donc
Version 2025

YA
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M =J.01[6y]f dx
:j;(6&—6x2)dx
=[4x"-22]

- [4-2]-[0]

=2
La masse est donc de 2 kg.

La position en x du centre de masse est
X = iﬁ oxdA
= % [[ 6:xda
= J.Ol J.f 3xdydx

Cette intégrale vaut

X, = j()l [Bxy]f dx
= j(: (3x\/; -3x’ ) dx

= J-l 3x7"? —3x3)dx

[6 5/2 3 4]
=[5-1)-[0]
-9
20
=0,45
La position en y du centre de masse est donc
vy, = LJ.J' oxdA
cm M

:%J.J.6ydA

]

Version 2025
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Cette intégrale vaut

Vom = ﬁ” oxdA
=% j j 6ydA

s
=f ) "
~['(3x-2")
=Ef—%x1
=[3-31-10]

=20

=0,45

b) Ici, on va intégrer en y en premier. (On pourrait aussi intégrer en x en premier, le
niveau de difficulté serait exactement le méme.) On va aussi laisser tomber les
unités pour alléger la solution.

Yi

Eny,onvadexzé\/; yax
Enx,onvadeOal.

On va calculer la masse en premier.

Y

La masse est donc

M = [[odA
= [[(7x* +7y?)dA

= 7joljf(xz + yz)dydx

On a donc
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m=7[[ey+iy ] dx
=7[ ([ Vx+30? ][ +42°])ax
=7 ( x5/2+%x3/2—x4—ix6)dx
=7[ 257 + 25" -1 x]

=T rial o)

La masse est donc de 1,2 kg.

La position en x du centre de masse est
%= [[ o

:iﬂ(h%wz)m

:3—65J-(jjf(x3 + 3y ) dyd

Cette intégrale vaut

:%I{i([x3\/;+%x5/ﬂ—[x5 +%x7})dx
1

712 5/2 5 7
=%5J. (x +ix"—x—1x )dx
0

La position en y du centre de masse est donc
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Cette intégrale vaut

6.1 Version 1:0nva intégrer en y en premier.
Eny,onvade-lmalm.
Enx,onvade-2ma?2m.

Si I’axe de rotation est I’axe des x, le moment
d’inertie est

I, :j oy’dA
= j 94 32 2gA
= " 9 X >y dydx

—2m

La premiere intégrale donne

=[5 ] dx
[S{|ER 3J-[3%x2<-1m>3})dx
[(652)
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La deuxieéme intégrale donne

L=[2%2],,
=[2%(2m)’ || 2%(-2m)’ |

=32kgm’

2m

Si I’axe de rotation est I’axe des y, le moment d’inertie est

1,=[[ox’dA
= J.J.9% x’x*dA
2m elm

= 9 % x*dydx

—2md—1lm

La premiere intégrale donne

I, :jzm [9k—ﬁx4mi dx

—2m

Si I’axe de rotation est I’axe des z, le moment d’inertie est
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I = J.J.O'(xz + yz)dA
= J.J. O'xsz+J.J. oy'dA
=1+,
=32kgm’ +230,4kgm’
=262, 4kgm’

Version 2 : On va intégrer en x en premier.
Enx,onvade-2ma2m.
Eny,onvade-lmal m.

Si I’axe de rotation est I’axe des x, le moment
d’inertie est

I = ” oy'dA
=ﬂ9%x2y2dA

Im 2m ke 2.2
= _2m9m—4x vy dxdy

—lm

La premiere intégrale donne

I Er S

La deuxiéme intégrale donne

Im

1=[16%y" ],
:[16?—5(1;11)3}—[16%(—1;71)3}

=32kgm’

Si I’axe de rotation est I’axe des y, le moment d’inertie est
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I, =J. ox’dA
= [[ 945 x**dA

Im 2m ke 4
= J. 9= x"dxdy
—lmd-2m m

La premiere intégrale donne

La deuxiéme intégrale donne

1, =[Zkgm-yT,
= [5—26 kgm(lm)] - [%kgm(—lm)]
=12 fom®
=230,4kgm”

Si I’axe de rotation est I’axe des z, le moment d’inertie est

I = J.J.G(xz + yz)dA
= J.J. zedA+ﬂ oy'dA
=1 +1,
=32kgm’ +230,4kgm’
=262, 4kgm’

6.2 Version1: On va intégrer en y en premier. (On va laisser tomber les unités pour

simplifier.)
En y, on vade 0 a x2.

Enx,onvadeOal.
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Si I’axe de rotation est I’axe des x, le

moment d’inertie est
I = H oy dA
1
= [[42y%aa i
= ['[ 42y dyax g

La premiere intégrale donne

L=ffay]

= [}([14x* ][0l

= J-l 14x°dx
0
La deuxieéme intégrale donne
I = [2x7 ];
=[2-1]-[0]
=2

Si I’axe de rotation est I’axe des y, le moment d’inertie est

1 y = H ox’dA
= j j 42x*dA

_ 1 px° 2
—J.O .[0 42 x"dydx
La premiere intégrale donne

I, = J: [42x2yJ;2 dx
= jol ([42x2x2] — [0]) dx
= [ (42x*) ax
La deuxieme intégrale donne
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Si I’axe de rotation est I’axe des z, le moment d’inertie est

I, =J. 0'(x2+y2)dA

= ﬁ O'deA+H oy’dA

=1 +1,
=2kgm® +8,4kgm’
=10,4kgm’

Version 2 : On va intégrer en x en premier. (On va laisser tomber les unités pour
simplifier.)
Enx,onvade \/y al.

Eny,onvadeOal.

Si I’axe de rotation est I’axe des x, le
moment d’inertie est

1,=[[oydA
= j j 42y*dA

= .[; Ll; 42 y*dxdy

La premiere intégrale donne

I 42yx dy

({5

:j 42y* —42y"" ) dy
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La deuxieéme intégrale donne

_ 3 727
I, =[14y"-12y"" ]
=[14-12]-[0]

=2

Si I’axe de rotation est I’axe des y, le moment d’inertie est

Iy = _[ ox’dA
= j j 42x*dA

= J.; J.\;; 42x* dxdy

La premiere intégrale donne

I, = H”ﬂk dy
j;([14]—[14\/§3})dy

= [ (14-14y") dy

La deuxieéme intégrale donne

I =[14y—%y5/2};
[4-#] [0

—a
5

=8,4
Si I’axe de rotation est I’axe des z, le moment d’inertie est
I = HO'(xz + yz)dA
= H O'xsz+_” oy’dA
=1.+1,

=2kgm® +8,4kgm’
=10,4kgm’
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6.3 Version 1:0n va intégrer en y en premier. (On va laisser tomber les unités pour
simplifier.)

Eny,onvadex?al.
Enx,onvade-1al.

Si I’axe de rotation est I’axe des x, le moment
d’inertie est

I = ” oy’dA
= j j 21y%dA

= .[_11,'.:2 21y*dydx

La premiere intégrale donne

Ix - .[—1[7)}3:'; dx
= [ ((7]-[72°])ax
=[ (7-7x")dx
La deuxieéme intégrale donne
I = [7x—x7 ]1_1
:[7-1—17]—[7-(—1)—(—1)7}

12

Si I’axe de rotation est I’axe des y, le moment d’inertie est

1, = I ox*dA
= j j 21x%dA

= .[_11 J.:z 21x*dydx

La premiere intégrale donne
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=J. 21xy
= (21x 21x})d

=j (21x% —21x*) dx

La deuxieme intégrale donne

Si I’axe de rotation est I’axe des z, le moment d’inertie est

I =J]a(x2 +y2)dA

= J.j axsz+jj oy’dA

=1 +1,
=12kgm’ +5, 6kgm’
= 17,6kgm2

Version 2 : On va intégrer en x en premier. (On va laisser tomber les unités pour simplifier.)

En x, on va de —\/§ a \/;

Eny,onvadeOal.

Si I’axe de rotation est I’axe des x, le moment - '
d’inertie est ‘

I, =J. oy’dA Im
:jjzlysz

- j; jff 21y dxdy

La premiere intégrale donne
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=l
[0

La deuxiéme intégrale donne

1 -[]

=[12]-[0]

=12

Si I’axe de rotation est I’axe des y, le moment d’inertie est

I,= j j ox*dA

= || 21x%dA
Il

' a2
—IO .[_621)( dxdy
La premiere intégrale donne

—([ HH)

J‘ 4y3/2dy

La deuxieme intégrale donne

Si I’axe de rotation est I’axe des z, le moment d’inertie est

College Mérici, Québec
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I = J..[O'(x2 + yz)dA
= J..[ O'xsz+” oy’dA
=1 +I,
=12kgm’® +5,6kgm’
=17,6kgm’

7.1

VI +12
J2

P

6 = arctan

&N

La solution est donc (\/E ,%)

7.2
p=y(-3)" +4°
=5

6 = arctan %
=2,2143

La solution est donc (5, 2,2143).

7.3
p =45 +(-12)
=13
6 = arctan =12
=-1,176
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La solution est donc (13, -1,176).

7.4

p=y(-20)° +(-21)’

=29
6 = arctan 2}
=3,9514
La solution est donc (29, 3,9514).
7.5
x=pcosf
=2cos%
=1
y=psiné
=2sin%
=+/3
La solution est donc (1,x/§ ) .
7.6
x=pcosf
=3cos%
=0
y=psiné
=3sin%
=3

La solution est donc (0, 3).

Version 2025
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7.7

x=pcos@
=lcos
—1
2
y=psinf
=1sin=F
_ -
2
La solution est donc (%,‘—f) .
7.8
x=pcosf
=4cos0
=4
y=psinf
=4sin0
=0
La solution est donc (4, 0).
7.9
x=3
pcosf@=3
3
cos @
p =3secl
7.10
y=2
psind =2
2
sin @
p=2cscl

Version 2025
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7.11
y=06x
psin@=6pcosé
sin@=6c¢cosd
tan@ =6
6 =1,4056

7.12
y —x’=4
p’sin’ @—p’cos’ f=4
p° (sin2 6 —cos’ 0) =4
) 4

sin” @ —cos” @
Ce serait une déja une bonne réponse. On peut la simplifier un peu puisque

cos 26 =cos”> @—sin’ @

On a donc
- 4
sin® @—cos” @
—4
2 _
P cos 26
7.13
(x=2)+y*=4

(pcos@—2) +p*sin’ 6 =4
p cos’@—4pcos@+4+p°sin® =4
P cos’@—4pcos@+p°sin® =0
p’ (cos> 6+sin” @) —4pcosd=0

p°—4pcos@=0
p’=4pcosb
p=4cosl
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7.14 Version 1
X' +4y* =4

p cos’@+4p°sin’ =4
p° (cos2 6 +4sin’ 0) =4
p’= !

cos’ @+4sin” @

Version 2
X +4y* =4
P cos’@+4p°sin®f=4
p’ (cos® @+sin” 6)+3p” sin> =4
P’ +3p°sin’ =4
p’(1+3sin’ @) =4
4

7.15
0=1

7.16
p=3

7.17
pcosf =5
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7.18
p’cos260=1

p° (cos2 0 —sin’ 49) =1
pcos’@—p’sin®H=1

-y =1

7.19
p(sin@+ pcos®8)=1
psin@+p°cos’f=1
y+x =1
y=1-x

7.20

p=acos@+bsinb
P’ =apcos@+bpsin@
x*+y =ax+by
x’—ax+y —by=0
On va maintenant compléter les carrés a gauche

2

X —ax+(2) +y —by+(2) = () +(2)

(v +(y=5 =(8) +(2)
Ceci est I’équation d’un cercle dont le centre est a(4,%) et qui a un rayon de

— 1 2 2 s z b . N ..
r=<+a +b" . C’est donc un cercle centré sur (%,3) et qui passe par I’origine.

7.27 L’aire est

A=|[da

On va calculer I’aire de la région entre O et 45°. Il ne restera qu’a multiplier par 8
pour obtenir 1’aire totale.
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90°

On va intégrer en p en premier.

En p, on vade 0 acos26.

p=cos 26
En 6, on vade 0 a w/4.

180° 0, 360°

L’aire entre O et 45° est donc

A=|[da

7l4 cos26
= [ [ pdpde 2700

0o 0

La premiere intégrale donne

= [ ([$cos* 26]-[0]) a0

= J'%cos2 2046

0

La deuxiéme intégrale donne

/4

A

1co (20)sm(20) 40]

0

oo |—

[#eo
[

1

77.' 1z
COS 7 sm ZZ:I

s

(=2}

Comme on doit multiplier par 8 pour obtenir 1’aire totale, 1’aire totale est de 7/2.

p=T+3cos 6

7.28 L’aire est

A={[dA

On va intégrer en p en premier.

En p,onvade0a7+3cosf.

En 6, on va de /2 a 3w/2.
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L’aire est donc

A:J-J-dA

37/2 p7+3sin6
j pdpdb

72

La premiere intégrale donne

7+3cos@

A= TTar] ™" o
37/2

= J- ([%(7+3cos0)2}—[0])d9

= j 1(7+3cos 49)2 dé

/2

La deuxiéme intégrale donne

A:[M0+21sin¢9+2cost9sint9I:”2
[107 Z 4+ 21sin£+2 cos—sm”] [107”+21s1n”+ cosZsinZ ]
[107 3z 21] [107 n+21:|

=10z _4)
= 42, 038

r=3+2sné

7.29 L’aire est

A={[dA

On va intégrer en p en premier.

Enp,onvade2a 3+2siné.

En 6, on va de -1/6 a 7w/6. g

L’aire est donc

A={[da

v"771'/6 v"23+25im9 pdpde

76
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La premiere intégrale donne

1716

A _ I I:%pz}}ﬂsin& de

2
—7/6
T7/6

:_j ([4(+2sin0)" |-[2])a0

= [ (+(3+2sin6)" -2)as

—7/6

La deuxiéme intégrale donne

T7/6

A=[L8—-6cosf—cosFsind— 20]

7.30 Le volume est

V=] zda
:H(9—p2)dA 3 i

On va intégrer en p en premier.

[
e
b{\)

En p,onvadeOa?2.

En 6, on va de 0 a ®w/2.

Le volume est donc

Version 2025 5-Les intégrales multiples 69



Luc Tremblay College Mérici, Québec

La premiere intégrale donne

/2
2
v=[[3p'~1p"] a6
0
/2

- { ([(2-4-1-16]-[0])de

/2

= j 14d6
0

La deuxiéme intégrale donne

72

V =[146],
=[77]-[0]
=T

7.31 Le volume est

N
I
i}

V= ” zdA /
- [ /

On va intégrer en p en premier.
En p,onvadeOas.
En 6, onvade 0 am.
Le volume est donc
V= H pPdA
TS
[ o pipio

=[Jf,pdpae
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La premiere intégrale donne

<
I

St——y ot—3

([2125)-[0]) e

Il
Sl
e
QU
N

La deuxieme intégrale donne

Vo]
Lo

= % T
Y
7.32 a) La masse est
M = I I odA
On va intégrer en p en premier.
En p,onvade(0a5m.
En 6, on vade 0 a /2.
—O‘» X
! . |
La masse est donc ' m l
M = J-J- odA

/2 #Sm ke
ZIO 0 3Wpdpd0

La premiere intégrale donne
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=T([3%-§25m2]—[o])d9

/2

= [ Lkedo
0

La deuxiéme intégrale donne

M=[2kg8]"
=[Bke-3]-[0]
=T ke
~ 58,905kg

Notez qu’avec une densité constante, on aurait pu simplement faire

M =0 - Aire

3% 1z (5m)’

N 3

75

“Fkg

La position en x du centre de masse est
X =37 _[ oxdA

/2 pSm
=Mijo IO 3% .(pcosB) pd pd@

/2 pSm ke 2
IO 3-5.p~cos@dpdb

0 m?

L
M

La premiere intégrale donne

/2

%, =% [ [34-4p cos0] " d6
0

/2

=3 [ ([3%-3125m" cos 6 |~[0]) a6
0

/2

= 12%em J- cos 8d@

M
0

La deuxieme intégrale donne
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_ 125kgm [ ]ﬁ/Z
cm

= 2 (sinZ—sin0)

_ 125kgm
M

Avec la valeur de la masse, on a

_ 125kgm

cm 757” kg

=20
kY 4

=2,122m

m

Comme il y a un axe de symétrie a x = y, la position en y du centre de masse est
identique a la position en x.

b) La masse est
M = H odA

:j:/zjsm 2k_gsp+2%)pdpd0
/2

= jo (2"gp +2"%p)dpd0

0

La premiere intégrale donne

/2

M=[[251p 41502 ]"d
0

T([z ks 1125m3+ 125 25m* |- [0]) d6
0
/2

= [ 2 kgdo

0
La deuxiéme intégrale donne

M = [% kg H:EQ

=[5 kg-5]-[0]
= %kg
~54,167kg
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La position en x du centre de masse est
Xy =7 J-J- oxdA

. ;z/2J~(5m i pyke kg ) (pcos 0) pdpd6

-1 j””f” 248 p* 4252 p?) cos Bd pd

La premiere intégrale donne

Sm

[%_8 +2 gzp3)0059] dé

0

§|~

— 4 [ ([ 625m* +255125m)cos 0| ~[0]) o

o
f

/2
2375k
=== j cos 8d@

0
La deuxieéme intégrale donne

__ 2375kgm [ 0]”/2
cm T 6M
_ 2375kgm
- oM

__ 2375kgm
- oM

(sm;—sm 0)

Avec la valeur de la masse, on a

__ 2375kgm
T 6.325
cm 6-22kg

— 95
137

=2,326m

m

Comme il y a un axe de symétrie a x = y, la position en y du centre de masse est

identique a la position en x.

7.33 Ici, on va laisser tomber les unités pour simplifier. a) La masse est

M = [[odA
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On va intégrer en p en premier. y —-—~\

En p,onvadeOal +cos 6.

p=1+cosd
La masse est donc

N\
En 6, on va de -w a . \I

M =H0dA -1

:I_””I:rcosg3pdpd9 o 0.5 1 1.5 2

La premiere intégrale donne

I
—
—
1
wlw
—
[
+
(@)
]
7]
D)
~
| I—
—
(=)
—_
N —
D)

= j%(l+cos0)2 dé

La deuxiéme intégrale donne

M =[26+3sin6+3 sml9cosl9]f
=[22+3sin 7 +3sin zcos 7 || 2% +3sin (-7 ) +2sin (—7) cos (-7) |

[224+0+0]-[-2+0+0]
9z
2

0

14,137kg
La position en x du centre de masse est
X =37 .[O-XdA

=+ [" [ 3(pcosb) pd pa6

[* [ 3p cosbapuae

1
M

La premiere intégrale donne

Version 2025 5-Les intégrales multiples 75



Luc Tremblay College Mérici, Québec

3 1+cos @
P’ cos 9]0 de

o~
S

Il
5|~

Il
x|~
;I"—n\l _\1"—.-\ ;I"—.-\I
— 1

[(1 +cos6)’ cos 0} - [0]) dé

S5

(1+cos 49)3 cos6d 8o

La deuxieéme intégrale donne
T

cm

X :V[%49+3sin0+%cos€sin0+cosz0sin0+icos36’sin0}

V4

(32 +0+0+0+0]-[=22+0+0+0+0])

Avec la valeur de la masse, on a

15z
4

=
I
S

S e

m
,833m

Comme il y a un axe de symétrie a y = 0, la position en y du centre de masse est 0.

b) La masse est
M =HadA
:J'fﬂj';+cose(2p+2)pdpd9

= J'_’;J’;msg(z,oz +2p)dpdd

La premiere intégrale donne

1+cosé

[3p7+p7] " a6

0

<
I

8

([l(1+cos 49)3 +(1+cos 9)2}—[0])619

3

2(1+4cosB)' +(1+cos)’)do

3

L= |y
—_—
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La deuxieéme intégrale donne

. . . ”
M =[%9+%sm0+%cos€sm0+§coszBsmB]
-

=[L2+0+0+0]-[22+0+0+0]

La position en x du centre de masse est
X =7 H oxdA
=57 [ (20+2)-(peos6) pd pdd
=5 [" [ (20" +20%)cosba a6
La premiere intégrale donne

14+cos@

[(%p4+%p3)c050] do

0

s
Il
x|~

cm

([(%(1 +cos 0)4 +2(1+cos 6’)3 )cos 9} - [O]) do

x|~

Il
g~
_\L"—vfl ,\L'—rﬁl _\L'-—;h\

((%(1+c050)4 +%(1+c050)3)c0s H)dH
La deuxiéme intégrale donne

=L
'xcm M

1

. . . . . a
36+ sin @+ 3cos @sin 6+ 2 cos’ Osin @+ 2 cos’ Gsin O +-5cos* Gsin 0]
3 R > -z

[37+0+0+0+0+0]-[-37+0+0+0+0+0])

Comme il y a un axe de symétrie a x =y, la position en y du centre de masse est nulle.
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7.34 Ici, on va laisser tomber les unités pour simplifier. a) Si I’axe de rotation est I’axe
des z, le moment d’inertie est

I,.=[[o(x+)")dA

On va intégrer en p en premier.

N

En p,onvadeOa?2.

En 6, on vade 0 a 2x. @

Le moment d’inertie est donc

I, :I o x2+y2)dA
—H ,0+2 x +y2)dA
_IJ' p+2"g ) p*dA
=[7[" (2% p+2%2) p* pd pae
:J':”J.:m(z%p“ +248 p*)d pdé

La premiere intégrale donne
Izzj-zn[zkgp +1rl;g2p }2 40
= [ ([22-32m° + 1 2216m" |~[0]) a6

5 m3

~130.69kgm’

b) Le moment d’inertie est donc
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I =HO' x2+y2)dA

[ o)
=JJip2dA

_jz”jz'" ™ 5 pd pd@
:jo jo S%p dpd6

La premiere intégrale donne

27[[1 ke p :IZ

L=,
J ([ 8m] [0])a6
I

8kgm’d

La deuxieme intégrale donne

1, =[8ken6]”

=8kgm® - 210

=167kgm’

~50,265kgm’

7.35 Ici, on va laisser tomber les unités pour simplifier. " AT ™
On va intégrer en p en premier. a8 \
Enp,onvadeOal +cos 6. 0 \x
p=1+cosé }

En 6, 0on vade 0 a 2m. -0.5 /
Si I’axe de rotation est I’axe des x, le moment d’inertie B

est

I, =I oy'dA
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Le moment d’inertie est donc

1.=[[oydA
= j j 3y’dA
= [[ 30" sin’ 6aA
=[] 3p sin* Gpd pa6

= [ ["""3p"sin® 0d pd6

La premiere intégrale donne

j [ p’sin ﬁ}lmsg de
T ([(1+cos6)"sin* 6]~ [0]) a6

"(14+cos 8)" sin> 646

La deuxieéme intégrale donne

%[2—6 +sin @ (fonction comphque)]zn

([2—6 7 +0(fonction compliqué :I |:0+ 0(fonction comphque):I)

(Je n’ai pas écrit la solution au complet de 1’intégrale puisque je sais que je vais
évaluer cette fonction a 0 et 27 et que tous les termes multipliés par un sinus seront
nuls.)

Si I’axe de rotation est I’axe des y, le moment d’inertie est

1, = ” ox’dA

Le moment d’inertie est donc
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I, :J. ox’dA
= [[3x*da
= [[3p? cos’ 6aA
=[] """ 3p* cos* pd pd

= [ ["""3p" cos® 0 pas

La premiere intégrale donne

|: 4 2 6}1+cosg de
:%J'M( (1+c0s¢9)4c0s26’}—[0])d6
(

1+cos8)" cos® 6d6
La deuxieéme intégrale donne

1, =3| £ 0+sin(fonction compliqué)]z”

= ( 4227 +0(fonction compliqué)] — I:O +0(fonction compliqué)])

(Je n’ai pas écrit la solution au complet de I’intégrale puisque je sais que je vais
évaluer cette fonction a 0 et 27 et que tous les termes multipliés par un sinus seront
nuls.)

Si I’axe de rotation est I’axe des z, le moment d’inertie est
I,.=[[o(x+)")dA

Le moment d’inertie est donc
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I,=[[o(x*+y")dA
= [[3(x*+y)aA
= [[3pdA
=I02”I;+Cosg3p2pd pdo

_ .[OZE .[;+Cosl9 3p3dpd0

La premiere intégrale donne

l+cos€
4
P

0

LT
'[02”([(1 +cos0) } [0])
(

2
;J‘”
4Jo

Il II
IN ™ ~lw

1+cos49

La deuxieéme intégrale donne

1,=2 [ﬁ 6 +sin 6 (fonction CompliqUé)]iﬁ

([% 27+ 0(fonction compliqué :I - [0 +0(fonction compliqué)])
357

35z
4
b4

3
4
3
4

105

16

(Je n’ai pas écrit la solution au complet de I’intégrale puisque je sais que je vais
évaluer cette fonction a 0 et 27 et que tous les termes multipliés par un sinus seront
nuls.)

Ce résultat est en accord avec

I=1+I,

— 637 + 47z
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8.1Le jacobien est

o
u v
J:
dy I
ou ov
d(u+v) I(u+v)
_ ou ov
d(uv) 9 (uv)
ou ov
(11
v u
Le déterminant est donc
detJ =u-1-v-1
=u—v
8.2 1c jacobien est
o
ou v
J:
dy I
ou v
d(u-v) Jd(u-v)
_ ou v
d(u+v) I(u+v)
ou v
(1
11

Le déterminant est donc
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8.3 jacobien est
IS
du dv
J =
dy 9
ou v
a(uzvz) a(uzvz)

_ ou v

a(vz—uz) a(vz—uz)
ou v

B 2uv? 2u’y

—2u 2v

Le déterminant est donc

detJ =2uv® - 2v—2u’v-(-2u)

8.4 L jacobien est

Le déterminant est donc

Version 2025

=4uv’ +4u’y

= 4uv(u2 +v2)

ox  Ox
o
dy dy
u v
a(e”e”) a(e”e”)
ou v
0 (e”e_”) o) (e”e_v)
ou v
e'e’ e'e’
ee’’ —e'e”’ j
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detJ =e"e" - (—e“e_” ) —e'e" -e'e”’

— o2 _
=-2¢*"
8.5Le jacobien est
ox Ox Ox
du ov ow
ME
du Jv oJw
ox Ox 0z
du ov ow
I(u+v—w) I(u+v—w) I(u+v—w)
ou v ow
| 9(2u—v+3w) 0(2u—-v+3w) 9(2u—v+3w)
B du dv ow
d(-u+2v—w) J(-u+2v-w) 9(-u+2v—-w)
du dv ow
11 -1
=2 -1 3
-1 2 -1

Le déterminant est donc

detJ =1-(=1-=1-3-2)=1(2-=1-3-=1)=1(2-2—=1--1)
=1-(1-6)—1(-2+3)=1(4-1)

1-(=5)-1(1)-1(3)

—5-1-3

-9

8.6Lc jacobien est
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ox OJx Ox
du v ow
e
ou dv oJw
ox OJx 0z
u o ow
d(ucosv) d(ucosv) d(ucosv)
Ju v ow
_| 9(usinv) O(usinv) 9 (usinv)
B du v ow
0 (we“v ) 0 (we“” ) 0 (we”" )
Ju v ow
cosv —usiny 0
=| sinv wucosv O

wve wue e
Le déterminant est donc

detJ =¢" -(cosv-ucosv——usinv-sinv)
uy

=e -(ucoszv+usin2v)

uy

=ue

8.7 Transformons les équations des limites de la zone d’intégration pour trouver les
nouvelles limites.

Version 1 : On va le faire avec les transformations inverses.

Puisqueu =x+yetv=x-y,ona

utv=(x+y)+(x—y)
u+v=2x

_u+tv
2

X
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u-v=_(x+y)-(x-y)
u+v==2y

Ce sont nos transformations inverses. Avec cela, trouvons les équations des
nouvelles limites.

La premiere limite est x = 0. Cette limite devient

La troisieme limite est x = 6. Cette limite devient

x=06
u+v:6

2
ut+v=12
v=12—u

La quatrieme limite est y = 5. Cette limite devient
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y=5
u—v:5

2 8
u—v=10 (5.6)
v=u-—10

On a alors les limites suivantes.

(5,-3)

Version 2
Nous avons ici des transformations linéaires. Avec ce genre de transformations, les
droites restent des droites. Les limites de la zone d’intégration qui sont des droites
initialement dans le plan xy vont donc rester des droites sur le plan uv.

On peut donc trouver la zone d’intégration en trouvant simplement les coordonnées
des points qui délimitent la zone d’intégration puis en reliant ces points pour trouver
la région d’intégration.

Les 4 coins de la zone d’intégration sont (0,0), (0,5), (6,0) et (6,6).

Au point (0,0), on a

u=x+y=0+0=0
v=x—-y=0-0=0

On a donc le point (0,0).
Au point (0,5), on a

u=x+y=0+5=5
v=x—-y=0-5=-5

On a donc le point (5,-5).
Au point (6,0), on a
u=x+y=6+0=6

v=x—-y=6-0=6
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On a donc le point (6,6).

(€8]

Au point (6,5), on a

u=x+y=6+5=11
v=x—y=6-5=1 (1,13

) 0 4 8 12
On a donc le point (11,1).
En reliant ces 4 points avec des droites, on obtient
la zone d’intégration montrée sur la figure. ==
a4
8.8 L’élément d’aire avec les variables u et v est
dA =|det J|dudv
On doit donc trouver le jacobien
x
7= Ju ov
dy 9y
ou v
a(u(l—v)) 8(u(1—v))
_ Ju v
d(uv) d(uv)
Ju v
3 1-v  —u
o u

Le déterminant est

detJ =(1-v)u—(-u)v
=u—vu+vu

=Uu
On a donc

dA =|det J|dudv
= ududy
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8.9 Avec ce changement de variable, I’intégrale devient
ulO
[[=|det 7| dudv
v

On va donc trouver le déterminant du jacobien. Pour trouver le jacobien, on doit avoir
les transformations inverses. Voici comment on peut les trouver.

v+u=(x+y)+(x—y)
v+u=2x

v+u
X =
2

v—u=(x+y)-(x—y)

v—u=2y
_v—u
YT
Le déterminant est
a a
ou v
J =
dy 9
du dv
8((v+u)/2) a((v+u)/2)
_ Ju ov
8((v—u)/2) a((v—u)/Z)
ou ov
1 1
2 2
Tl 1 J
2 2

Le déterminant est

0|
W= o=
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L’intégrale est donc
10
1
H u_4 —dudyv
v 2
Il faut maintenant trouver la région d’intégration dans le plan uv.

Version 1 pour trouver la région d’intégration

Pour tracer la région dans ce plan, il faut trouver 1’équation de toutes les frontieres de
la zone d’intégration. Cette zone est délimitée par 3 droites : x =0, y=0ety=1—x.
Transformons chacune de ces droites.

y=0—>%(v—u)=0

Ay

u

Version 2 pour trouver la région d’intégration

Nous avons ici des transformations linéaires. Avec ce genre de transformations, les
droites restent des droites. Les limites de la zone d’intégration qui sont des droites
initialement dans le plan xy vont donc rester des droites sur le plan uv.
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On peut donc trouver la zone d’intégration en trouvant simplement les coordonnées
des points qui délimitent la zone d’intégration puis en reliant ces points pour trouver
la région d’intégration.

Les 3 coins de la zone d’intégration sont (0,0), (0,1) et
(1,0).

Au point (0,0), on a

u=x—y=0-0=0
v=x+y=0+0=0

On a donc le point (0,0).
Au point (0,1), on a

u=x-y=0-1=-1
v=x+y=0+1=1

On a donc le point (1,-1).
Au point (1,0), on a

u=x—y=1-0=1
v=x+y=1+0=1

On a donc le point (1,1).

Voici donc la région d’intégration dans le plan uv.

Ay

u

On peut maintenant intégrer. Comme la région est réguliére en u, on va intégrer par
rapport a u en premier.

En uonvade —vav.
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Env,onvadeOal.

1T _yl
== o i
210({11\/4} le“D '

11
Lty
27011y
=i 1 Tdv

1170

La deuxieéme intégrale donne

8.10 Avec ce changement de variable, I’intégrale devient
” u®y? |det J| dudv
Le jacobien est le méme qu’au numéro précédent. On a donc

J‘J.uf’v4 %dudv

La région d’intégration est la méme qu’au numéro précédent. L’intégrale est donc

J: Ji uy? %dudv
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La premiere intégrale donne
7.477
J-IJ. u%“ldudvzlj-1 i dv
0J-v 2 270007
:ljl v7v4 e v7v4 dv
270 7 7

7.4
:lJﬂZvv v
290 7

R LT
—7IOV dv

La deuxieéme intégrale donne

_ 1
84
8.11 Avec les transformations
u=1(2x+y) vzl(x—Zy)
5 5

L’intégrale devient

g 2
H(}:xz—;yrsj dA = H(szsj |det J | dudy

= H(ﬁjz |det J|dudv

On va donc trouver le déterminant du jacobien. Pour trouver le jacobien, on doit avoir
les transformations inverses. Voici comment on peut les trouver.

10u+5v=(4x+2y)+(x—2y)
10u +5v =5x

x=2u+v
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Le déterminant est

L’intégrale est donc

College Mérici, Québec

5u—10v=(2x+y)—(2x—4y)
Su—10v=>5y
y=u-—2v
o
ou  dv
J:
dy 9
ou ov
d(2u+v) 9(2u+v)
_ ou
d(u—2v)  d(u—2v)
ou
(21
1 =2
deth‘ ‘
=2.(-2)-11
=-5

] (ﬁf Sdudv

Il faut maintenant trouver la région d’intégration dans le plan uv.

Nous avons ici des transformations linéaires. Avec ce genre de transformations, les
droites restent des droites. Les limites de la zone d’intégration qui sont des droites
initialement dans le plan xy vont donc rester des droites sur le plan uv.
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On peut donc trouver la zone d’intégration en trouvant simplement les coordonnées

des points qui délimitent la zone d’intégration puis en

. . L . ye . . 2‘ y

reliant ces points pour trouver la région d’intégration. T

11

Les 4 coins de la zone d’intégration sont (0,0), (2,1),

3,-1) et (1,-2). i 5 5 Zb
» X
=11

Au point (0,0), on a
_2-_

u=1(2x+y)=1(0+0)=0
v=1(x-2y)=1(0-0)=0

On a donc le point (0,0).

Au point (2,1), on a

u=1(2x+y)=1(4+1)=1
v=1(x-2y)=4(2-2)=0

On a donc le point (1,0).

Au point (1,0), on a

u=1+(2x+y)=1(6+-1)=1
v=L(x-2y)=4(3--2)=1

On a donc le point (1,1).

Au point (1,-2), on a

u=1(2x+y)=1(2+-2)=0
v=1(x-2y)=1(1--4)=1

On a donc le point (0,1).

La région d’intégration dans le plan uv est donc simplement un carré qui vade O a 1
enuetdeOalenv. Lesbornes d’intégration sont donc les suivantes.

EnuonvadeOal.
Env,onvadeOal.

L’intégrale est donc
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2
[ [ = | sduav
070\ v+1
La premiere intégrale donne
lelf u 2 s, 1 27
J.J- —J 5dudv=.|. —u (—j dv
050 y+1 o3 \v+l .
sl 1Y)
:dﬂ(_mj }[o]}zv
2
=§ 1(—1 j dv
390 \v+1

La deuxiéme intégrale donne

8.12 Avec les transformations
u=1(2x+y) vzl(x—Zy)
5 5

L’intégrale devient

H(Zx+ ) (x-2y)dA= ”(SM)2 (5v)|det J| dudy
=125 [ u’v|det J| dudy

Le jacobien est le méme qu’au numéro précédent. On a donc
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”(2x+ y)2 (x—2y)dA = 125”u2v|det.l|dudv <
=125 j j uvSdudy
=625 j j u*vdudy

La région d’intégration est la méme qu’au numéro précédent. L’intégrale est donc
1 el 2
625 | wvdudv

La premiere intégrale donne

1
625 jol .[Oluzvdudv — 625 jol {”—;V} dv

0

=625 jﬂﬂ —[O]jdv

= @ 1vdv
3
La deuxieme intégrale donne
1p1 27
625[ [ uvdudv =625 v
0J0 2 0
_925(1 L1 g
3 2
_625
6
8.13 Avec les transformations
u=1(2x+y) vzl(x—Zy)
5 5

L’intégrale devient

”(2x+ y)arctan(x—2y)dA = H(Su) arctan (5v)|det J| dudy
= SHM arctan (5v)|det J |dudy
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Le jacobien est le méme qu’au numéro précédent. On a donc

J'J.(2x+ y)arctan (x—2y)dA = SJ'J.u arctan (5v)|det J |dudy
= SH uarctan (5v)5dudv
= 25| warctan (5v) dudv

La région d’intégration est la méme qu’au numéro précédent. L’ intégrale est donc
1pl
25I j uarctan (5v) dudv
0J0

La premiere intégrale donne

1

2
25.[; J:u arctan (5v) dudv = 25.[; {% arctan (5\/)} dv

0

=25 j(ﬂ%(sv)}[o]] dv

=2—25J.; arctan (5v)dv

La deuxieme intégrale donne

) 1
25.[; I; uarctan (5v) dudv = 25J-01 {% arctan (SV)} dv

=25 jﬂ%ﬁv)} —O[o]jdv

= E[v-arctan (5v) —iln (1+ 25v° )}
2 10

1

0

:2—25([arctan(5)—%111(26)}_[()])

=13,0949

8.14 La forme de I’intégrale suggere fortement les changements suivants.
u=2y—x v=y+2x
L’intégrale devient
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2y—x

ffeas= e

On va donc trouver le déterminant du jacobien. Pour trouver le jacobien, on doit avoir
les transformations inverses. Voici comment on peut les trouver.

det J | dudy

u—-2v=_2y—x)-2(y+2x)
u—2v=-5x

x=1(2v—u)

2u+v=2(2y—x)+(y+2x)

2u+v=>5y
y=1(2u+v)
Le déterminant est
a a
Ju v
J =
dy Iy
ou v
0+ (2v—u) 9L (2v—u)
_ Ju v
9+ (2u+v)  9L(2u+v)
Ju v
= 2
| 5
12 ij
5 5

Le déterminant est

L’intégrale est donc
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2y—x

ffeaa=Jfe

= %J-J- e"" dudy

‘?1| dudy

Il faut maintenant trouver la région d’intégration dans le plan uv.

Nous avons ici des transformations linéaires. Avec ce genre de transformations, les
droites restent des droites. Les limites de la zone d’intégration qui sont des droites
initialement dans le plan xy vont donc rester des droites sur le plan uv.

On peut donc trouver la zone d’intégration en trouvant simplement les coordonnées
des points qui délimitent la zone d’intégration puis en reliant ces points pour trouver

la région d’intégration.

Les 4 coins de la zone d’intégration sont (0,2), (0,8),
(1,0) et (4,0).

Au point (0,2), on a

= ON W R 0O N @

u=2y-x=2-2-0=4
1% ::)/'FIZAf:: 2+2-0=2 l £ 23 @ % é ; §=f
-1

On a donc le point (4,2).
Au point (0,8), on a

u=2y-x=2-8-0=16
v=y+2x=8+2-0=8

On a donc le point (16,8).
Au point (1,0), on a

u=2y—-x=2-0-1=-1
v=y+2x=0+2-1=2

On a donc le point (-1,2).
Au point (4,0), on a

u=2y—-x=2-0-4=-4
v=y+2x=0+2-4=8
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On a donc le point (-4,8).

La région d’intégration dans le plan uv est donc la région suivante.

A

-4,8) | (16,8)

(-1,2\)" )

—

L’équation de la droite de gauche est v = -2u (donc u = -Y2v) et I’équation de la
droite de droite est v = Y2u (donc u = 2 v). Si on intégre en u en premier, on a les
bornes suivantes.

En u on va de -Y2v a 2v.
Env,onvade?2a8.

L’intégrale est donc
% [ f;e””dudv
La premiere intégrale donne
S et auar=2[ e T av
=3[ e P

zéjjv(ez—e_é)dv

La deuxieéme intégrale donne
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e’ —e?
= 64—-4
0 ( )

=6 (62 — e_%)
= 40,6952

8.15 Avec les changements
x=arcosé@ y=brsin @

L’intégrale devient

22 2r2cos? @ b*r¥sin’ 6

’)’z]dAzﬂe—[ Y ]|detJ|dA
= [ et g da

St

On va donc trouver le déterminant du jacobien. Le déterminant est

X
a

e

det J|dA

o
ou dv
/= dy dy
u  ov
darcos@  darcos@
_ or 00
| 9brsin@  dbrsin®
or 00
_[(acos@  —arsin@
~ bsing brcosej

Le déterminant est
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acos@ —arsin@
bsin 6 brcos@

=acos@ -brcos@——arsin@-bsinf

detJ =

= abrcos® @+ abrsin* 6

=abr

L’intégrale est donc
J:[ e_[;Jrzz]dA = J:[ e abrdA
= abﬂ e rdA

Il faut maintenant trouver la région d’intégration dans le plan uv.

L’équation de la limite courbée devient

AY , .
— l’ 1 = 1
2 2 -3 T .
Xy 772
— =1 Ab__’ a O
a’ b /
a’r*cos’@ b’r’sin’ @ T
2 + 2 :1 e
a b
r’cos’@+rsin’6=1 —
.
r?=1 1 a
r=1
La limite x = 0 devient
arcos@=0
6=%
La limite y = 0 devient
brsin@=0
=0

(Dans ces deux dernieres équations, on sait que r = 0 n’est pas une solution puisque
cette frontiére vient toucher a la limite r = 1.)

L’équation de la limite courbée a (0,0) qui devient
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2

2
2

+2=0

QN| =
<

a’r*cos’@ b*r’sin’
2 + 2 =
a b
r’cos’@+r*sin’@=0
=0

r=0

0

La zone d’intégration vadoncde r=02a 1 etde #=0 a 8= mn/2. L’intégrale est donc
z2 el o
abjo jo e rdrd@
La premiere intégrale donne
Z2p1 o _ z2f, oy e
ab[ [ e rdrd0=ab["| (e }0 do

=20 ([ ]-[1])ae

2 0

-1
_ ab(l e ) J.;r/zda
2 0

La deuxieéme intégrale donne

e s b(1-e"
ab[" [ e rarag =" (26 )[49]’”2

9.11a longueur de la courbe est

La dérivée est

Version 2025 5-Les intégrales multiples 105



Luc Tremblay College Mérici, Québec

dp d(-4sind)
4o  dé
=-—4cosb

La longueur est donc

L=["{(~45in6) +(~4cos0)’d0

:.[;\/16sin2 6+16cos’ 6d6
- IO”\/Rde

= ["4a0

=[46];

=4r

Ce résultat est bien correct, puisqu’on cherchait la circonférence d’un cercle ayant
un rayon de 2.

9.21a longueur de la courbe est

La dérivée est

dp d(e”’)
de  deé
:—e_e

La longueur est donc
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9.31a longueur de la courbe est

La dérivée est

La longueur est donc

Version 2025
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=2cos16sin16-

1
2
=cos4@sin+ 60

L= J‘:\/(cos2 %0)2 +(cosL@sinL6) do

_ 7 410 21 2]
=|, Jcos 30 +cos 30sin” 5 0d60

= J‘:\/coszéé?\/cos2 10+sin*10d6

=.[:\/c052%0d0

=.[Zcos%t9dt9
=[251n%0]:
=2-0

=2
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941. longueur de la courbe est

G dp ?
—_[* |52
L_J‘el P +(d6’j de

La dérivée est

dp d(2-2cos6)
e de
=2sin@

La longueur est donc

L=["(2-2c0s6)’ +(2sin6)’ d6

= J‘:\/4—8c:ost9+4cos2 0 +4sin” 6d6
:L”dee

= ["\/8=8c0s 66

= [ V8\1-cos 66

Puisque 1—cos @ = 2sin’ (%) , on peut écrire

L=["\8\i-cos6d6
- [ e
= ["8V2sin(4)d6
=16 | "sin(%)do
=4 "sin($)d6

= 8[—cos (%):IZ
=8 [0 - —1]
=8

9.5 L’aire de la surface est
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S= H\/H(%jz +[§—§j2dA

9z _ d(6-3x-2y)
ox ox

Les dérivées sont

L’aire est donc

§=[[1+(-3) +(-2) dA
= [[V14da

Trouvons ensuite ou se termine la région d’intégration dans le plan xy. Elle prend fin
a I’endroit ou le plan coupe le plan xy, donc quand z = 0. On a donc

0=6-3x—2y
y=3-3x

Si on intégre en y en premier, on a les bornes
suivantes.

Eny,onvadeOa 3—-3x

En x,onvade O a?2.

L’aire est donc

S = J-Oz J-j_%x \/ﬁdydx

La premiere intégrale donne
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s =1a[ [y, " dx
= \/ﬁj‘:(3—%x)dx

La deuxieme intégrale donne

S :x/ﬁ[3x—%x2];
=14[3-2-2.4]
=143

Voici comment on aurait pu aller plus vite

§ = [[Vi4aa=+114][ an

Comme cette intégrale est 1’aire de la région d’intégration (qui a une aire de 3
puisque c’est un triangle avec une base de 2 et une hauteur de 3), on a

$ = [[V14aa =143

9.6 L’aire de la surface est

S=”\/l+(%}2+(g—;j2dA

Les dérivées sont

oz _ 8(3+2y+ix4)
ax ox

L’aire est donc
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§=[[1+(x') +(2) dA

= [[V5+x°da

Pour couvrir la région d’intégration, on va intégrer en y en premier.

Eny,onvade0a x’

Enx,onvadeOal.

L’aire est donc

S= Ll fo" 5+ x°dydx

La premiere intégrale donne

_ 51"
S—Io[y S5+x l) dx

=.[;x5\/5+x6dx

La deuxiéme intégrale donne

s=[ 554277
: o

_ 5(63/2 _53/2)

=0,3907

9.7 L’aire de la surface est

S= H\/H(%)Z +(§—;j2 dA

Les dérivées sont
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L’aire est donc

§ = [[1+(-8x)" +(-8y) da

= [[\1+64x" +64y*dA

La forme de cette équation et la forme de la région d’intégration suggerent fortement
de passer en coordonnées polaires. La surface est alors

s =[] 1+64(x* +y*)dA
= [[1+64pdA

Trouvons ensuite ou se termine la région d’intégration dans le plan xy. Elle prend fin
a I’endroit ou la surface coupe le plan z = 1. On a donc

1=13-4x" -4y’
X +y* =3
p'=3
p=3

Si on integre en p en premier, on a
les bornes suivantes.

Enp,onvadeOé\/g

En 6, on va de 0 a /2.

L’aire est donc

S = J-:/ij«/l+64p2 0d pd@
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La premiere intégrale donne

5= |1+ 64p2)3’2f a6
= [ ((1+64-3)" -1) a6
= ["((193)" -1) a6

La deuxiéme intégrale donne

S — 19321 [Q]Z/Z

192

— 1932 [EJ
192 |2
(193¥2-1)-x

— 7 3%

=~ 21,928

9.8 L’aire de la surface est

2
oz (oz
S= I+ — | +|— | dA
H \/ (axj (ay
On va calculer I’aire de la partie en rouge sur le

dessus. Il suffira de multiplier par 4 pour obtenir r’i'—"ifi
le résultat final. o

|
7z . 7z . 1
La surface en rouge est décrite par 1’équation T
]l
2

’ |
X +z75=4 |

. |
L’équation de dessus est donc ‘

z=44-x2

Les dérivées sont
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ox ox
=1(4-x)" (<2x)
_ —X
4—x°
% _ oN4d—x?
dy dy
=0

L’aire est donc

S—H\/H(\/L:C_xjﬂo)z dA
=jj,/1+4f2x2 dA
e
[

La zone dans le plan xy sous cette surface est un cercle de rayon 2.

En y, on va de —\/4—x2 a \/4—x2
En x, on vade -2 a 2.

L’aire est donc

S = jzzjﬁ L dyd

i\ 4y

La premiere intégrale donne
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=2f _22 NV
= 2‘[_22 \/de

2
= 4‘[_2 dx

La deuxieme intégrale donne

Comme mentionné précédemment, il faut multiplier par 4 pour obtenir 1’aire totale,
ce qui nous donne une aire de 64.

10.1 Le volume est

Voici les bornes de la région
d’intégration.

Enz,onvade z=3+5-1a

2=x"+y°.
Eny,onvade-1al.
Enx,onvade-1al.

Le volume est donc

V=l [ deas
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La premiere intégrale donne

V= J- J- [ ]xrldydx
=LJ:1 x2+y2 x——y+1)dydx

La deuxiéme intégrale donne

10.2 Le volume est

v=[ffav

Voici les bornes de la région d’intégration.

=~ A

Enz,onvade z=x—4 a z=4-x.

z=4-x l
Eny,onvade y=—/4—x* 2 a

4—x* .
Enx,onvade-2a2. P o S
X

Le volume est donc

zZ=Xx 4/ {

-
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4—-x

Vo]t

La premiere intégrale donne

_J' J‘\/_[Z]x 4dya,’x

_J' J‘JU (4—x—x+4)dydx

= j j = (8—2x) dydx
La deuxieme intégrale donne
V=l [(8-20)y] s s
=I7([ (82 \/——xz}—[—(fi—Zx)m})dx
=2 (8-2x)V4-x'dx

La troisieéme intégrale donne

v =2 16arcsin (5)-34-x (x2—6x+4)I2
=2([16arcsin1-0]-[16arcsin (=1)-0])

=2(16-2--16-%)
=32x

10.3 Le volume est

V= ffav
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Voici les bornes de la région d’intégration.

Enz,onvade z=—V4—x> 2 z=v4—-x>.
Eny,onvade y=—V4—-x> & y=—/d—x".

En x,onvade -2 2a?2.

Le volume est donc

v=|" j pan \/4_—dzdydx

La premiere intégrale donne

—J- IP[Z]dedx

_I_zjﬂ[\/4 X ——\/4 X }dydx

—2_[ j mdydx

La deuxiéme intégrale donne

V4—x*

v=2f|wWa-x d
- j—z[y - LT gy
:2.[_22([\/4—x2\/4—x2 ——\/4—x2\/4—x2})dx
:4_22(4—x2)dx
La troisieéme intégrale donne
V=4[4x—ix3ﬁ2

10.4 Le volume est
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Voici les bornes de la région
d’intégration.

Enz,onvade z=y" 2 z=1x.

Dans le plan xy, on doit trouver la
région qui est délimitée par la
projection sur le plan xy du
croisement des deux surfaces.

On trouve cette région en égalant
les valeurs de x pour les deux

Volume de cette région
surfaces

Enx,onvade y=2y* a4.

Eny, on vade 2 a2,

Le volume est donc
NI 5x
V= j_ﬁ Lyz Lz dzdxdy
La premiere intégrale donne
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SN E
= [l [y sy

La deuxieéme intégrale donne

<
I||
T~

a
5 =

[

|

&5 =
—_— —_— —_— i

.
5 =

La troisieéme intégrale donne

Ve[t -ty en]];
=[4277 42" 442" |- [ 127 +427 —4.2"7 |
=222 5232 48.912
=V2(222-52+3)

— 64
- 215

11.1 a) La masse est

= pav

Voici les bornes de la région d’intégration.
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Enz,onvade0a z=2—-x"—y>.
Eny,onvade-lal.
Enx,onvade-1al.

La masse est donc

W[ i

_ fl fl joz_xz_yz 1800dzdydx

La premiere intégrale donne

1 el 2oy
M :I_l,[_1[1800213 " dydx

1 pl 5 5
= [ [ (3600-1800x ~1800y" ) dydlx
La deuxiéme intégrale donne
1 1
M= j_1[3600 y—1800x*y—600y" | dx

= [, ([3600-1800x* 600 ] [ 3600+ 18002 +600 ] dx

= [, (6000-3600x* ) dx
La troisieme intégrale donne

M =[6000x-1200x ]

= [6000—1200] - [-6000 +1200]
=9600kg

b) Par symétrie, les positions en x et y du centre de masse sont nulles. Pour la
position en z, on doit calculer

Zom =37 ﬁj pzdV

Avec les bornes trouvées précédemment, on a
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Lom = MLJ._ll .[_11 J-OZ_XZ_y2 '5 Zdzdydx

=L J. _11 J. _11 J-Oz_xz_y2 1800zdzdydx

La premiere intégrale donne

Zom = VJ-_ll .[_11 [9OOZZ }z_xz_yz dydx
=4[ ] 900(2=2 - y*)" dyd
= T 900(4+ x4 3 -4~y 247" e

=+[' [ (3600+900x" +900y* ~3600x" ~3600y* +1800x"y* ) dydx
La deuxieéme intégrale donne

z, =+ j_ll[3600y+900x4 y+180y° —=3600x>y —1200y" +600x> y3]1_1 dx

1
:LJ-
M)

=+ (5160-6000x* +1800x* ) dx

[3600 +900x* +180—3600x> —1200 + 600x2] -
dx
[—3600 —900x* —180+3600x> +1200 — 600x2]

M

La troisieme intégrale donne

5160x—2000x" +360x" |

1 ([5160—2000+360] —[~5160+2000—360])
L7040

€1
Zcm M

Puisque la masse est 9600, la hauteur du centre de masse est

7z ==7040

cm 9600

=11
=m

¢) Le moment d’inertie est

I =j.[.[ﬁ(x2+y2)dV

Avec les bornes trouvées précédemment, on a
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L=[ 0 A+ 57 dudsas

[ [T 1800( + 57 dadyd

La premiere intégrale donne

r=[ ] [1800z( )] ava
= [ [ 1800(2- " = y?) (x + y* ) dylx
= [ 1180026 -4ty 27 -y -y

= f_llf_ll(3600x2 —~1800x* —1800x”y +3600y° —1800xy” —1800y* ) dydx
La deuxieme intégrale donne

I = jll [ 3600y —1800x"y —600x"y* +1200y" —600xy* ~360y° |dx
fl [ 3600 ~1800x* —600x” +1200—600x" ~360 |
— dx
- —[ -3600x” +1800x" +600x” —1200+600x +360 |

= [ (~3600x* +4800x" +1680) dx

La troisieme intégrale donne

I, =[~720x" +1600x" +1680x |

=[-720+1600+1680]—[720-1600—1680]
=5120kgm’

11.2 a) La masse est

= pav

Voici les bornes de la région d’intégration.
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Enz, onvadex—4a4—x. z 1

En y, on va de —J4-x* aa-x* . z=4-x ,
En x, on vade -2 a 2. /

La masse est donc

M= ImL_ padyds e Y
P (e 4 2) e .

La premiere intégrale donne
=[G I pa
—j J‘\/:[ 3x +2)}4 dydx
_J- .[\/U [ 3x +2 (3x +2)(x—4)])dydx

(
_j Im(3x2+2) (8—2x) dydx
(

_I I_J__X 24x* +16—6x° —4X)dydx

La deuxieme intégrale donne

M = _[_22[(24)62 +16-6x —4x) y}% dx

= [ (242 +16 -6’ —4x)(\/4—x2 ——4-x° )dx

= [ 2Va-x* (242 +16- 62" — 4x) dx
La troisieme intégrale donne

2
M = [\/ 4—x* (polynome en x)+160arcsin (%)}
2

=[0+160arcsin1] —[O+160arcsin (—1):'
~160Z——160%
=160z
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b) On doit calculer

College Mérici, Québec

%, = [[[ prav
Yom =3 m pydv
et [ peav

Commencgons avec le x.

X, = VI j ;%j Pxdzdydx

—I j%j 3x +2 xdzdydx

La premiere intégrale donne

CWl

J‘_ZL/_—X 3x +2 ]i :dydx

3x” +2) x(8—2x) dydx

[
:ﬁj J-m(3x2+2) ([4 - x]-[x—4]) dydx
L

(-

——J._ZJ-J: —6x* +24x° —4x* +16x)dydx

La deuxieéme intégrale donne

( 6x* +24x° —4x +16x)[y] J—dx

IZ(—6x +24x° —4x* +16x)(ﬂ——ﬂ)dx

( 6x' +24x° —4x* +16x)2\/4 x2dx

La troisieéme intégrale donne

2
x = ﬁ[«M x> (polynome en x)— 64 arcsin (%)12

Version 2025

ﬁ([o 64 arcsin (1 ] [0 64 arcsin (- 1)])
=37(-645 -——04%)

=—1-64r
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Avec la valeur de la masse, on obtient

Continuons avec le y

:_J._Zj-m N pydzdydx

=L .[_2 J-_j:7 J-x_; (3x2 + 2) ydzdydx

La premiere intégrale donne

=t [ (o 2) o] v
=L (a4 2) ([ o)) s

:ﬂ_zj_m(3x2 +2) y(8—2x) dydx

La deuxieme intégrale donne

Vo =1 [ (327 +2) 47 (8- 2x)]/gdx
[

C(3x*+2)8(8-2x0)([4 -] -[4-2*])dx

1
M ],

I
(=)

Trouvons finalement la position du centre de masse en z

ot [t

=L J._Z J'_% J-X_; (3x2 + 2) zdzdydx

La premiere intégrale donne
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W=t jﬁ[ (35 +2)42* ] dyux

:ﬂ IJ_ (35 +2)4([(4-2)" |- [ (x—4)" | ayex

¢) Le moment d’inertie est

I =ﬂ ﬁ(x2+y2)dV

Avec les bornes trouvées précédemment, on a

I—j J.%J. ﬁx+y dzdydx

=[7 jmj“( (x> + ) dedydx
=[ jjfj "(32% +2) (2 + »*) dedyd

La premiere intégrale donne
L[l e e )<]
ZIjZIjJ?—;@xz +2)(x2 + yz)([4—x]—[x—4])dydx
2 pVama? 2 2 2
:J._ZJ‘_\/E(%C +2)(x +y )(8—2x)dydx

La deuxieme intégrale donne
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La troisieéme intégrale donne

2
I = %[44 x* (polynome enx)+1152arcsin(§)12

([0+1152arcsin1]-[ 0+1152arcsin (1) ])

(1152-2-1152-%)
= 3847

-1
3
-1
3

12.1 a)
pP=AxX+y =,/32+(—4)2 =
0= arctanlz arctan_—4:—0,9273
X 3
z=1

Les coordonnées cylindriques sont donc (5, -0,9273, 1).

b)

p=x+y’ =/(- +02—2

0= arctanl = arctan— =T

x —_—
z=4

Les coordonnées cylindriques sont donc (2, T, 4).
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12.2 a)

x=pcos@=4cos§=2
y=psin0=4sin§=2\/§

z=3

Les coordonnées cartésiennes sont donc (2, 2«/3 , 3) .

b)
x=pcosf=1cosZ=0

y=psinfd=1sin§ =1
z=0

Les coordonnées cartésiennes sont donc (0, 1, 0).

12.3 a)

x=3y+2z=5
pcos@—-3psin@+2z=5
p(cos@—-3sinf)+2z=5

b)
¥ +y’ =4
p’cos’ @+ p’sin® =4
p*(cos® O+sin*0) =4
p=4
p=2
9)
¥ +y +77=9
p’cos’ @+ p’sin®@+77 =9
o’ (cos2 0 +sin’ 9)+ 22=9
,02 +Z2 :9
d)
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z=3x*+3y"
z=3p*>cos’@+3p°sin’ 6
7=3p’ (cos2 6 +sin’ 9)
z=3p

12.4 5
z=pcos2f

z= ,0 cos’ @—sin 0)

)

e

x+y x+yj

x+y2x_y
X+ y?
_x—y

X+

b)
z=3tan @
.=3 sin @
cos @
_3 psin @
pcosé
z=32
X
9)
7> = p’sin286
7> =2p*sinfcos @
=2(psind)(pcosb)
22 =2xy

12.5 Trouvons les bornes d’intégration.
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Trouvons premierement 1’équation de la surface en coordonnées cylindriques

7=2x"+2y" -7
7=2p"cos’@+2p°sin’ -7
z=2p’ (cos2 6 +sin’ 0)—
z=2p>-17

Enz,onvade2p®-7al.

Pour trouver les limites en p et
6, il faut connaitre 1’équation de
I’intersection du plan avec la
surface.

2p°-7=1
2p> =8
pr=4

p=2

En p, on vadoncde 0 a2
En 6,0on vade 0 a 2m.

L’intégrale est donc

[lfoo+x2av=[T[],.. . 60p* paza pae
=], [}1.,._, 60ppdzd pac

_ j:” j: Llpz_7 60p%dzd pd 6

La premiere intégrale donne

L,

_[U 60/ x> + y*dV [

=j2”j2(6 ~60p* (29> ~7))d pd6
(
(

60 z] _dpdé

=[] (60p> ~120p" +420p*)d pd6
=11,
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La deuxieéme intégrale donne

[[J60y +yav = ["[160p* ~24p° ] a6
= [ ([160-8~24-32] -[0]) a6

- j02”512d0

La troisieéme intégrale donne

.[”60«/)3 +y*dv =[5120]"

=1024rx

12.6 Trouvons les bornes d’intégration.

Enz, onvade p?a4.

Pour trouver les limites en p et 6, il faut
connaitre 1’équation de I’intersection du plan
avec la surface.

p=2

En p,on vadoncde 0 a2
En 6, on vade 0 a 2m.

Le volume est donc
2w 2 4
V= Io Io Ipz pdzd pd@

La premiere intégrale donne

La deuxieme intégrale donne
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V= Izﬂ 2,0 4p]d49

0

- Jj” ([2-4~4-16]-[0]) a6

271'

0

La troisieme intégrale donne

12.7 Trouvons les bornes d’intégration.
Trouvons premierement les équations des surfaces en coordonnées cylindriques

z=8-x"-y’
7=8-p’cos’@—p’sin* @
z=8-p*(cos’ @ +sin’ 6)
7=8-p°

=—\4x* +4y’

z= —\/4,02 cos’@+4p°sin’ @

z= —\/4,02 (cos2 6 +sin’ 49)

z=-2p
Enz,onvade-2pa8— .
En p,on vadonc de 0 a2
En 6,0on vade 0 a 2m.

Le volume est donc

Ve J.Oz” J-Oz J-Z’z pdzd pd 6
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La premiere intégrale donne

La troisieme intégrale donne

v=[26]

= 104
=7

12.8 a) Trouvons les bornes d’intégration.
Trouvons premierement les équations des surfaces en coordonnées cylindriques
X +y 4+ =4
p cos’ @+ psin®@+7° =4
o’ (cos2 6 +sin’ 6) +7°=4

p2+Z2=4

X +y =1
p’cos’ @+ p’sin®f=1
p’ (cos® @+sin” ) =1

p =1
p=1

Enz,onvade0a 4-p’

En p,on vadoncde 1 a2.
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En 6, 0on vade 0 a 2m.

La masse est donc

2w 02 ofaep?
— J-l .[0 ppdzd pdf

27 02 pofa-p?
= jo L jo 1000pdzd pd @
La premiere intégrale donne

M= j j [lOOOpz] " dpdd

:jo jl 1000p+/4 — p>d pd 6

La deuxieme intégrale donne

e o) o

= [, ([o1-[ = (a-1)" ]}ae

— 1000 23/2
= jo 100332 49

- .[02”1000«/§d0

La troisieme intégrale donne

M = [mooﬁelz)”

= 200073

b) La hauteur du centre de masse est

o=t L poctuipas
Jamp?

[ 1000 p2dzd pd6

La premiere intégrale donne

College Mérici, Québec
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2y =2 j[soo/) dpde

I,
ﬂ j500p4 p*)dpdé
Iy

j 20000 -500p°)d pd 6

L
M
La deuxieéme intégrale donne

1000p> ~125p" | d#

[1000-4-125-16]-[1000~125]) 46

Il
<}
'4—_’
~ I
3
—_ ~—~

2000-875)dé

Avec la valeur de la masse, on a

2250x
200073

_9
83
_3W3

8

cm

¢) Le moment d’inertie est
I =” ﬁ(xz +y2)dA
- [

Avec nos bornes, on a
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L= L1 opiaps

= [T 10000 dza pao

La premiere intégrale donne

j (1000072 ] J—dedé?

=],
j j 10000°\/4— p*d pd®

La deuxieéme intégrale donne

1= joz”[—%@— )" (307 +8)12 do
=" ([0]-[-223" (3+8)]) a6
= [ "3 (3+8)d6
=723 1146
0 3
=[ 20031146

= joz” 2200/3d6

La troisieéme intégrale donne

1.=[ 220036 |

= 440073

12.9 a) Trouvons les bornes d’intégration.
On va prendre un cylindre qui commence a z = 0 et qui se termine a z = .

Le tour du cylindre est délimité par un cylindre de rayon R, dont I’équation est
P=R

Les bornes sont donc les suivantes.
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Enz,onvadeOah

N

En p, on vadonc de 0 a R. _

J

En 6, 0on vade 0 a 2m.
Le moment d’inertie est
IZ:”Iﬁ(xz+y2)dA ) '

- [[jpwas

Avec nos bornes, on a

v

=

&
—————

La premiere intégrale donne

La deuxieéme intégrale donne

La troisieéme intégrale donne

Comme la densité est
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Le moment d’inertie est

IZ

1 phR'%
M
ZR’h
=1 MR’

hR'7

2=

12.10 a) Trouvons les bornes d’intégration.

On va prendre un cone qui commence a z = 0 (la pointe est a z = 0) et qui se termine
a z = h. On sait déja que I’équation d’un tel cone est

z=kp
Comme le cone doit avoir un rayon p = R a la hauteur z = A, on doit avoir
h=kR

La valeur de k est donc A/R. Le cone est donc décrit par I’équation
z=—p

La fin du cone (en haut) est délimitée par un cercle de rayon R, dont I’équation est
p=R
Les bornes sont donc les suivantes.

En z, on vade ho/R a h.

+_R;_»_

En p, on vadoncde 0 a R.

En 6, on vade 0 a 2x.

Le moment d’inertie est /v

Axe
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I =”J‘[)(x2 +y2)dA
- [0

Avec nos bornes, on a

1= LT oo
[

[T, o0 deapa

La premiere intégrale donne

=[] [,
:.[OMJ-ORﬁ(,OSh_p3?pjdpd0
[ plon—to")apde

La deuxiéme intégrale donne

La troisieme intégrale donne

Comme la densité est

Le moment d’inertie est

College Mérici, Québec
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13.1 a)

r=yx"+y*+7
= (=1 +(-1) + 1
-3

¢ = arctan

= arctan

=0,95553

0 = arctan Y

X

-1
= arctan —

Les coordonnées sphériques (r,¢,8) sont donc (\/g, 0,9553, %’) )

b)

r=qx"+y’+7°
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¢ = arctan

@ = arctan Y

X

0
= arctan —

=7

Les coordonnées sphériques (r,9,8) sont donc (2\/5 ,3E, 7[).

13.2 a)
x=rsin@cos
=4sinZcos%

=0

y=rsin@siné
— mZEZeinZ
=4sin%sin?

=23

Z=rCcos¢
=4cos%
=2

Les coordonnées cartésiennes sont donc (0, 2«/5 , 2) .

b)
x=rsin¢@cos b

=1sinZcos0
=1
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y=rsin@siné
=1sinZsin0
=0
Z=rcos¢@
=lcos%
=0

Les coordonnées cartésiennes sont donc (1,0,0).

13.3 2
X +y' =4
r’sin® gcos® @+ r’ sin’ ¢gsin’ @ = 4
r”sin” ¢(cos’ @+sin’ ) =4
r’sin’ ¢ =4

rsing =2

b)
X +y +72=9
r*sin® gcos’ @+ r’sin” ¢sin® @+’ cos’ p=9
r*sin’ qﬁ(cos2 0 +sin’ 9) +rcos’ =9

r’sin’ ¢+r’cos’ =9

rz(sin2¢+cos2¢):9
r’=9
r=3

On pourrait aller plus vite en utilisant

r2=)c2+yz+z2

Pour faire
X+ y2 +72=9
r’=9
r=3
c)
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72 =3x"+3y’
r’>cos’ ¢ =3r”sin’ ¢gcos’ @+ r’sin” @sin’ 6
r’ cos’ ¢ =3r”sin’ gi)(cos2 0 +sin’ 0)
r’cos’ ¢ =3r’sin’ ¢
cos’ ¢ =3sin’ ¢
1 _sin’¢
3 cos’¢
1
3

=tan’ ¢

1
+—=tan
o

T Sx
=—ect@Pp=—
/ 6 / 6

d)
7=2xy

rcos@ =2rsin@cos@-rsin@sin g
cos @ = 2rsin ¢cos @sin gsin 8
. cos ¢
2sin ¢cos@sin @gsin &
. cos @
2sin* ¢gcos@sin @

Puisque 2sin@cos@ =sin26, on a

cos ¢
r=——s———
sin’ @sin 26

13.4 a)
r* =sin2@tan’ ¢
Puisque 2sin@cos@ =sin26, on a

r* =2sinfcos@tan’ ¢

Puisque tan ¢ = P ,ona
Z
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2
r? =2sin@cos 49'0—2
Z

Puisque x= pcos@ety=psinf,ona

Puisque r* =x"+y*+z”,ona

X +y +7 =2x—);
b4
zz(x2+y2+z2)=2xy
b)
r=sin@sin @

Puisque y=psinf et p=rsing, on a

~ D

Puisque r* =x*+y*+z”,ona

Xy +i=y

1
" sin@sin’ [

Puisque y=psinf et p=rsing, on a
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r prz
ypo
1=
yp
r=yp

Puisque r* =x"+y*+z et p’=x>+y°,ona

x2+y2+zz=y2(x2+y2)

13.5 voici les bornes d’intégration.

Enr,onvadeOad4.

En ¢, on vade 0 a /2.

En 6, 0on vade 0 a 2m.

L’intégrale est donc

[[](10xc+3)dxdydze = [ [ [ (10x2 +3) r* sin gdrd a6

Avant de faire I’intégrale, il faut changer la fonction dans I’intégrale en coordonnées
sphériques.

10xz+3=10rsin@cosOrcosPp+3
=10r"sin@cosfcos @ +3

L’intégrale est donc

[[] (10xz+3) dxdydz = [ [ [ (107* sin g cos Beos ¢+ 3) r* sin pdrdgae

0

=[] (107 s gosfcos g+ 3 sin)

La premiere intégrale donne
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J.J‘J‘ (10xz +3) dxdydz =

/2

J.”J.:/Z[% sin” gcos@cosp+r’ smqﬂ dgdo
:J‘:”J‘ (20485in ¢cos€cos¢+64sin¢)d¢d6’

0

La deuxieme intégrale donne

JH (10xz +3) dxdydz = j”[“ sin’ @cos @ — 64cos¢]
.[02”([2048 n’ Zcos §—64cosZ } [%sin30c050—64c050})d¢9
.[2”( 2048 cos 6 — 0] [0- 64])d¢9

=" (2 cos 0+64) a6

La troisieme intégrale donne

[[] (10xz +3) dxdydz =[ 2 sin 6+ 646 |
=(%8sin 27 +1287)—(%%sin 0+0)
=1287

13.6 voici les bornes d’intégration.

Enr,onvadeOa?2.
En ¢, on vade 0 a m.

En 6, onvadeOam.

L’intégrale est donc hull
x* +y* )dxdydz = I x> +y*) r’sin gdrdpd @
0 JO JO

Avant de faire I’intégrale, il faut changer la fonction dans I'intégrale en coordonnées
sphériques.
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x> +y* =r’sin’ gcos’ @+ r’sin® gcos’ @
=r’sin’ ¢(cos2 0 +cos’ 0)

=r’sin’ ¢
L’intégrale est donc
.“.J.(xz +y° )dxdydz = Jjj:joz r*sin® ¢r’ sin ¢drd ¢pd @
=" joz r* sin® gdrd gd @
La premiere intégrale donne
[[](x* +y?) dxdydz = [ [7[+7" sin’ o] dode
= jo” jo”% sin® ¢d¢d 6
La deuxieme intégrale donne

m-(xZ + yz)dxdydz = J-” 2.1 (cos3¢—9cos ¢)]Z de

I [% cos37z—9cos7r):|—[%(cosO—9cosO):|)d0
= [% (-1+9)]-[£(1-9)]) a6
_J' s
La troisieme intégrale donne

J.J-J- X+ y? dxdydz 128 GI
_@
15

13.7 Pour trouver les bornes, trouvons les équations des frontieres.
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X +y +7°=36
r* =36
r=6

7 =—3x> +3y’

rcosg= —\/3;’2 sin® @cos® @+ 3r”sin” ¢sin®

rcosg= —\/3r2 sin’ (,/ﬁ(cos2 6 +sin’ 6)

rcos@=—/3r’sin’ ¢

rcosg = —3rsin [

1 _sing
\/§_cos¢
—%=tan¢
_s7
=%

Les bornes d’intégration sont donc les suivantes.
Enr,onvadeOab.

En ¢, on va de 57/6 a m.

En 6, 0on vade 0 a2m.

L’intégrale est donc

.[_U x*dxdydz = .[02” .[;6 Jj x°r? sin ¢pdrd ¢d 6

Avant de faire I’intégrale, il faut changer la fonction dans I’intégrale en coordonnées
sphériques.

x* =r’sin’ ¢cos’ @
L’intégrale est donc
[[[caxayaz=["[" [*r sin’ pcos® 6r° sin pdrd gd6
=[7[7 ["r*sin® cos® Bdrdpde
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La premiere intégrale donne

[[[caxdyaz=["[" [ ] dgae
=[ 2” [} 2e5in® peos® 6dpde

26 5

La deuxiéme intégrale donne

”j x> dxdydz = I [77576 L (cos3¢—9cosg)cos’ 0]” de

5

=I0 8 cos’ 0([(cos37z' 9cos 7) || (cos £ 9cos5”)])dt9
zr%ﬁcosze([( 1+9) ] [ 0+9J— })
= [ cos” o([(-1+9)]-[ (0+9£) | a6

= [ 2:(16-9v3 ) cos* 046
0
La troisieéme intégrale donne

”Ixdedde :%4(16—9\/5)[%9+Sin 6 cos 9]5”
:&54(16—9\/5)([7[4_0]_[0])
=2 (16-9V3)

(o 0.5,

5
= 83,7799

13.8 a) Pour trouver les bornes, trouvons les
équations des frontieres.

X +y +70 =1
rr=1

r=1
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Z=AX 4y’

rcosg= \/r2 sin® @cos” @+r’sin® ¢sin” @

rcos ¢ =\/r2 sin” ¢(0052 0 +sin’ 9)

rcos@=+/r’sin’ ¢

rcos@=rsing

1= sin @
cos ¢
I=tan¢
V4

¢= 4

Les bornes d’intégration.
Enr,onvadeOal.

En ¢, on vade 0 a m/4.
En 6, on vade 0 a 2x.
Le volume est donc

v=[ffav

- joz” jo’”“ jol r* sin gdrd ¢d @
La premiére intégrale donne
v=["["[srsing] dga6
=[] ssingagae

College Mérici, Québec
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La troisieme intégrale donne

b) La masse est

= ffpav

= [[[3000zav

Avec les bornes trouvées précédemment, la masse est
2z pxl4 el ) .
M = jo jo jo 300027 sin ¢drd ¢d @
Puisque z =rcos¢, on obtient

2z pzl4 el ) .
M = jo jo j03000rcos¢r sin ¢drd ¢d 0

= [ [ 3000+* cos psin gdrdgd @
—J‘O IO IO r’ cos @sin ¢drd ¢
La premiere intégrale donne

M =["["[750r cosgsing]| dpd6

2w pxl4
= jo jo 750 cos @sin ¢d ¢d 6

La deuxieéme intégrale donne
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La troisieéme intégrale donne

College Mérici, Québec

2
v =2[o]
=3B2r
=375x
~1178,1kg

¢) La hauteur du centre de masse est

—|

=4 [[[3000z%av

Avec les bornes trouvées précédemment, la masse est

2z
Zem =M 0 _[(

Puisque z =rcos¢, on obtient

/4

13000221 sin gdrd pd o

) 0

2z pxl4 el .
z, =i jo jo j03000r2cos2¢r251n¢drd¢d9

2z pxl4 el .
=1 jo jo jo 30007 cos> @sin gdrd¢d @

La premiere intégrale donne

La troisieme intégrale donne

Version 2025

/4

[600r° cos? sing | dgd6

600cos” ¢sin ¢dpd &

~200cos’ ¢ d6

T
0

~200cos’ % | -[ ~200cos’ 0 ])d®
2002 |-[-200]) a6

200-50+2 )de
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Zcm 0

+(200-502)[6]

+(200-50v2 )27

+(400-100v2) 7

En utilisant la valeur de la masse, on a

:L(400—100\/§)7:
3757

_16_4V2

15 15
~0,68954m

Z

cm

d) Le moment d’inertie

I, =_m‘,5(x2 +y2)dV
= [[[3000z (> +*)av

Avec les bornes trouvées précédemment, la masse est
1, =77 ['30002 (x* + y*)r* sin gdrdpde
0 Jo 0
La fonction dans I’intégrale est

Z (x2 + yz) = rcos¢(r2 sin® ¢cos” @+ r’ sin® gsin’ 49)
= rcos@r’ sin’ ¢(0052 6 +sin’ 0)
= rcos@r’sin’ ¢

=r’cos@sin’ ¢
Le moment d’inertie est donc

1=["[™ [ 3000 cos gsin® gr* sin pdrd g6

2 pxl4 el . 3
= jo jo jo 30007 cos @sin’® gdrd ¢d @

La premiere intégrale donne
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1= [ [ [500r" cos gsin’ ¢ dgd6
=[] 500co0s gsin’ gdgde
La deuxieéme intégrale donne
1.=["[125sin" ] a6
= [*([125sin* £]-[125sin" 0]) a6
= ["([1254]-0)as
=]z
La troisieéme intégrale donne

I, = %[e]iﬂ
=152
1257

2
= 196,35kgm2

13.9 voici les bornes d’intégration.
Enr,onvadeOa6cm.
En ¢, on va de /3 a m/2.

En 6, on vade 0 a 2m.

La masse est donc

La premiere intégrale donne
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¢ 2z 7[/2_7‘3 . oo
M=5%["[" Ssing | dgds
L 0

e’ Jo a3

5 ¢ j2”j”/2 (6Cl’l’l)3 . ¢ [O] d¢d0
=5=% sing |—
3
2r prl2
=360g| " [ singdgde
La deuxieéme intégrale donne

M =360g[ " [~cos g7 46
- 360gj()2ﬂ ([—cosz]-[-cosz])de
=360g [ (0-[-4])d6
2z
=180g jo de
La troisieme intégrale donne

M =180g[6]
=180g[27]
=3607g
~1130,97¢

b) La hauteur du centre de masse est

Zom =3 J-J-.[ pzdV

=5 [[[(5%)zav

Puisque z =rcos¢, on obtient

2, = MLJ‘”(S%) rcos @dV

Avec les bornes trouvées précédemment, la hauteur du centre de masse est
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0

2z p7l2 6 .
=15% jo jm jo 7 sin @ cos pdrd ¢d @

cm

=% MJ.”/ZJ.W(Sﬁ) 1’ sin ¢ cos ¢drd ¢d @

La premiere intégrale donne

4

r 6cm
t =S [ %sinqﬁcosq‘)} dgdo

0

:ﬁS%LMIm {(66;”) sin ¢ cos 4—[0]} dodo

e J0o /3

. 2z 72
=--1620gcm .[0 J-m sin @ cos pdpd 6

La deuxiéme intégrale donne

/2

20 =£1620gem| [ ~Lcos* 9] d6

162Ogcmj(:”([—%cos2§ —[—%coszﬂ)dﬁ

ML
:M¢162Ogcmj02”([0]—[_%ﬂ)‘m

_ 1405 Z”dg
= > gch.O

La troisieme intégrale donne

Si on utilise maintenant la valeur de la masse, on a

. - 4057 gcm
cm M

4057 gem
360rg

=3cm

=1,125¢cm
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13.10 voici les bornes d’intégration. z

Enr,onvade Il mcsc ¢ a2m.

X +y2=1
En ¢, on va de Z—arccos+ a /2, donc de - XE Y g

/6 am/2

En 6, 0on vade 0 a 2m.

La masse est donc

= pav

=, o [ " Lm » (10004 12 sin gdrd¢d@

/6

=10002 [ ["* [ 7 singdrdgde

La premiere intégrale donne

r o3 2m
M =1000% [ [ %sinqﬁ} d¢d

1m-cscg

— 10004 J'Mj'm {@sin ¢]—{Msin¢Dd¢d9

/6

=10k gj Im[8 sin ¢ — Sm¢jd¢d6

sin” @
— 1000 gJ' J'”/z(

La deuxieéme intégrale donne

ded6
s

= o ng. [-8cos ¢+ cot ¢]ﬂ/2
= %kgjo [—8 cosZ+ cot%]—[—S cosZ +cot %])dé’
:%kg.[:”([O]—[—4\/§+\/§})d9

=1000\/3kg [ a6

La troisieme intégrale donne
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M =10003kg [6] "
=1000+/3kg [27]

=20007+/3kg
~10883kg

b) La hauteur du centre de masse est

-

=3 [[[ (10004 ) zav

Puisque z =rcos¢, on obtient

Zn =3 [[[ (100045 rcos gav

Avec les bornes trouvées précédemment, la hauteur du centre de masse est

o (100045} rcos gr” sin gdrdgde

/2

1
M

10004 [ M

/6

L 7 * sin @ cos @pdrd ¢pd @

La premiere intégrale donne

r o4 2m
0 =110004 %singz)cosgz)} d¢dé

1lm-csc@

:MLIOOOk—g3 Mrlz {@sin @cos ¢}—{M5in @cos ¢Dd¢d9

ing
e ¢cos¢)d¢d0

=1L 250kgmj2ﬂjﬂ/ 16sin @ cos ¢ —
M 0 Jxs6

. 27 pl2 . 1
:ﬁ250kgmjo L/ﬁ 16sm¢cos¢—sin3¢cos¢ dede

La deuxiéme intégrale donne
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= 1250kgm|[ "] 8sin® ¢+ — md@
Tom =W gmjo sin Zoin’ g

76

1 250kem || | 8sin? 24—\ gsinZ+— 1 ||ag
=<5 ng-() Sin 7+2sin2% - Sin z+2sin2%

= - 250kgm| " ([8+4]-[8-++2])d6

2
=-11125kgm jo de

1
M
La troisieéme intégrale donne
Zow =3 1125kgm[6]."
=-1-2250kgm
Si on utilise maintenant la valeur de la masse, on a

_ 22507kgm
200077+/3kg

cm

9
83
33
=——m
8
~0,64951m
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