Formule du champ gravitationnel d’un ellipsoide et formule de
I’aplatissement

La surface de la Terre est une surface ou I’énergie potentielle de 1’eau est toujours la méme, peu
importe sa position a la surface de la Terre. Si ce n’était pas le cas, I’eau se déplacerait pour aller
aux endroits ou I’énergie est plus basse, ce qui remplirait les endroits ot I’énergie est plus basse.

Ici, on va travailler avec 1’énergie potentielle apparente, qui se calcule avec le poids apparent.

Le probleme, c’est qu’il faut 1’énergie potentielle gravitationnelle d’un ellipsoide pour trouver
I’énergie potentielle apparente. Commencons par trouver cette énergie potentielle.

Energie gravitationnelle d’un ellipsoide

Trouvons I’énergie gravitationnelle d’une petite masse i pres d’un ellipsoide.
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(Sur I’'image, 1a masse dm est dans le plan xz, mais il y a des masses dm en dehors de ce plan.)
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On va faire utiliser une série de Taylor
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(Les grands mathématiciens reconnaitront peut-étre que c’est une expansion en polyndmes de
Legendre de cos @ qui sont 1, cos 6, V2(3cos26- 1),...)

L’énergie est donc
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On a 4 intégrales a faire.

Premiére intégrale Idm

Cette intégrale est la somme des masses de 1’ellipsoide. Cette somme est évidemment la masse de
I’ellipsoide M.
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L’angle @est I’angle entre le vecteur allant du centre a la masse u et le vecteur allant du centre a la
masse dm. Pour trouver le cosinus de cet angle, on va faire le produit scalaire entre les vecteurs.



Les composantes du vecteur allant du centre de I’ellipsoide a la masse y sont
X, =rcos¢ v, =0 z, =rsing

Les composantes du vecteur allant du centre de 1’ellipsoide a la masse dm sont x, y et z. Le produit
scalaire entre les vecteurs est donc (formule du produit a partir des composantes)

Xrcos @+ zrsin @

Ce produit scalaire est aussi (formule du produit avec les grandeurs des vecteurs et 1’angle entre les
deux vecteurs)
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En égalant les deux produits vectoriels, on a
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Or, ces intégrales permettent de trouver le centre de masse de I’ellipse en x et en y.
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Comme ce centre de masse est au centre de ’ellipsoide, ces intégrales sont nulles. On a donc
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On va montrer qu’il y a un lien entre les 2 prochaines intégrales et le moment d’inertie de
Iellipsoide.

Le moment d’inertie de la sphere quand 1I’axe est dans la direction z (direction de 1’axe de rotation
de la planete) est

C=I(x2+y2)dm

Le moment d’inertie de la sphere quand 1’axe est dans la direction x (une des directions
perpendiculaires a I’axe de rotation de la planéte) est

A=I(y2+z2)dm



Le moment d’inertie de la sphere quand 1’axe est dans la direction x (I’autre direction
perpendiculaire a I’axe de rotation de la planete) est

B=I(x2+z2)dm
Si on additionne les moments d’inertie, on a
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Pour un ellipsoide, A et B sont égaux. On a donc
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La troisieme intégrale est donc
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Puisque
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La 2° partie est
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La 3¢ partie est nulle par symétrie.
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En effet, les 8 octants de I’ellipsoide donnent les mémes valeurs d’intégrales puisqu’ils ont la méme
forme. Toutefois, il y a 4 octants ol xz est positif et 4 octants ol xz est négatif.

On a donc
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L’énergie

Maintenant qu’on a toutes les valeurs des intégrales, on peut trouver I’énergie gravitationnelle.
Sachant que
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ou a est le rayon équatorial de la planete. On a alors
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Energie potentielle apparente

On va maintenant trouver 1’énedgie potentielle apparente qui tient compte de la rotation de la
planete. Le poids apparent est différent du poids parce que la Terre tourne sur elle-méme, ce qui
signifie que les objets a la surface accélerent.



Le poids apparent d’un objet de masse ¢ qui suit la rotation de la Terre est
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Ce poids apparent peut étre obtenu a partir de I’énergie potentielle suivante.
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L’aplatissement

La surface de la Terre a une énergie potentielle constante. L’énergie potentielle a 1’équateur doit
donc étre égale a I’énergie potentielle aux poles.

A I’équateur (¢=0°, r = a), ’énergie est
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Aux poles (¢=90°, r = b), I’énergie est
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Puisque I’aplatissement est

on a

L’équation devient alors
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Comme J- est aussi petit, Jof est beaucoup plus petit que f. On peut donc négliger le dernier terme
pour arriver a
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C’est une formule qui permet de calculer I’aplatissement en tenant compte de la rotation et du

changement de gravitation causé par la déformation. Voyons ce qu’on obtient pour la Terre. Pour
la Terre on a



GM =3,9860044x10" Nk—’f
a=6378137m
J, =0,0010826265

Selon cette formule, 1’aplatissement de la Terre est
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C’est tres pres du véritable aplatissement qui est de 0,00334.

Ellipsoide de densité uniforme

Pour un ellipsoide de densité uniforme, les moments d’inertie sont
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ou a est le rayon équatorial et b est le rayon polaire de la planete. (Preuve plus loin.) Ainsi, on a
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Ce qui donne

Moment d’inertie d’un ellipsoide

Il reste a démontrer que les moments d’inertie sont donnés par

c=2ma
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Pour bien suivre cette intégrale en 3 dimensions, il est nécessaire d’avoir fait un cours de calcul
avancé



On va méme trouver le moment d’inertie d’un )
ellipsoide qui a 3 axes différents a, b et c. Le moment , ——
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Ellipsoid

un tel ellipsoide, les bornes sont un peu compliquées.

0O d faire 1 h d iabl . www.vcalc.com/wiki/MichaelBartmess/Moment+of+Inerti
n va donc faire les changements de variables suivants a+Ellipsoid+%28axis._1+or+axis 2929

pour simplifier.

vzl w=£
b c

On a alors
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Le jacobien de la transformation de variable est
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L’intégrale est maintenant
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Avec ces changements de variables, le volume d’intégration est maintenant une sphere de rayon 1

dans I’espace uvw. On va utiliser les coordonnées sphériques pour la calculer. Ces coordonnées
sont
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L’intégrale devient alors
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La 2° intégrale donne
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La troisieéme intégrale donne
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Finalement, puisque la masse est
M =pV
On arrive a

IZ=M(a2+b2)é

C’est le moment d’inertie qu’on a utilisé précédemment.



