6. Les équations différentielles

1. Concepts de base
Qu’est-ce qu’une équation différentielle ?

Une équation différentielle est simplement une équation dans laquelle il y a une fonction
et ses dérivées. Beaucoup de lois de la nature sont en fait des équations différentielles.
Par exemple, I'’équation des forces sur un objet en chute libre, en tenant compte de la
friction de I’air (qu’on notera kv? ici), est

mg — kv’ =ma

Or, comme la vitesse est la dérivée de la position et que I'accélération est la 2¢ dérivée de
la position, cette équation est

dy ? d’y
mg—k|—| =m
8 (dtj dr?

C'est une équation dans laquelle on retrouve des dérivées. C'est donc une équation
différentielle. On doit résoudre cette équation pour trouver la position de I'objet en
fonction du temps.

Ici, on veut apprendre a résoudre ce genre d’équations. On a affaire ici a des équations
différentielles ordinaires qui sont des équations dont la solution est une fonction d’une
seule variable. Si la solution était une fonction de plusieurs variables, on retrouverait des
dérivées partielles dans I’'équation.

Cela signifie que les seules choses qu’on doit retrouver dans une équation différentielle
ordinaire sont la variable x, la fonction y (si on travaille avec x et y) et les dérivées de la
fonction (d"y/dx")

Voici quelques exemples d’équations différentielles ordinaires.

d
D~ cosx

dx

28

Y

28

+2e" =x
dx

y'+4y=0

x2y"y +2e"y" = (x2 + 2) y?
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(3x+2)dx+sin ydy =0

Cette derniere forme peut sembler étrange, mais elle est équivalente a une équation avec
un dérivé puisqu’on a une équation avec dy/dx si on divise par dx.

Vous voyez également qu’on utilisera parfois dy/dx ou y' pour représenter les dérivées.

L’ordre d’une équation différentielle

L'ordre d’'une équation différentielle est simplement la plus grande valeur de n dans
d"yldx" que I'on retrouve dans I"’équation. Voici I'ordre de nos équations qui ont servi
d’exemple.

%:cosx Ordre 1
dj;g +2¢" =x Ordre 28
y'+4y=0 Ordre 2
X2y + Ze)‘y":(x2 +2)y2 Ordre 3
3x+2+y'siny=0 Ordre 1

Le degré d’une équation différentielle

Le degré est I'exposant de la dérivée d’ordre le plus élevé. Voici le degré de quelques
équations.

d
@ COS X Degré 1
dx

28y
o +2e" =x Degré 1
(y) +4y' =0 Degré 2
(y")2 + 4(y')3 =0 Degré 2

X2 (y"')3 (y')5 +2¢" (y")4 =y’ Degré 3
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Pour trouver le degré correctement, I'équation doit étre écrite sous la forme d’un
polynbme. Par exemple, pour trouver le degré de I’équation suivante

’ 2
+1 ,
O+ vy
vy +5

on doit I’écrire sous la forme d’un polynéme.

7’ 2
+1 3
—(y?, =x(y")’
yy +5

(V) +1=x(y") (3" +5)
(y')2 +1= xy(y”)4 +5x(y”)3
xy(y”)4 +5x(y”)3 —(y')2 -1=0

On voit alors que le degré est 4.

Parfois, le degré n’est pas défini, comme dans cette équation.
e +y=0

Comme on ne peut pas écrire cette équation sous forme de polynéme, il n'y a pas de
degré.
La solution d’une équation différentielle

La solution de I’équation est la fonction y (si on travaille avec x et y) qui va satisfaire
I’équation.

Par exemple, on va vérifier si y = x* est une solution de I'équation xy"=2y.

La dérivée de la solution est y"=2x. Si on remplace y et y’ dans I'équation, on a

xy' =2y
x(2x)= 2(x2)
2x% =2x7

Comme les deux cotés sont égaux, y = x° satisfait I’équation et est donc une solution de
I’équation différentielle. Toutefois, ce n’est peut-étre pas la seule solution de cette
équation différentielle. On va donc maintenant vérifier si y = x* +1 est aussi une solution
de I'équationxy’=2y.
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La dérivée de la solution est y"=2x. Si on remplace y et y’ dans 'équation, on a

xy'=2y
x(2x)= 2()62 +1)
2x*=2x2+2

Comme les deux cotés ne sont pas égaux, y=x"+1 ne satisfait pas I’équation et n’est
donc pas une solution de I'équation différentielle.

Finalement, on va vérifier si y = Ax* est aussi une solution de I"équation xy”=2y.

La dérivée de la solution est y"=2Ax. Si on remplace y et y’ dans I'équation, on a

xy' =2y
x(2Ax) = 2(Ax2)
2Ax* =2Ax?

Comme les deux cdtés sont égaux, y = Ax" satisfait 'équation et est donc une solution
de I’équation différentielle.

En fait, on vient de tomber sur la solution générale de cette équation différentielle. Cela
signifie qu’il n’y a pas qu’une seule solution. Ici, on obtient toute une famille de fonctions
qui sont toutes une solution de I'’équation différentielle. Ce sera toujours ainsi : la solution
d’une équation différentielle est toujours une famille de fonctions.

A droite, on peut voir les graphiques de quelques-
unes des fonctions de cette famille.

On pourrait alors se demander s’il y a encore
d’autres fonctions qui sont la solution de xy"=2y.
La réponse a cette question est non. On a déja
toutes les solutions possibles.

En fait, la regle est simple: le nombre de
parametres (le A dans notre solution) est égal a
I'ordre de I’équation. Comme on avait une équation
d’ordre 1, il ne peut y avoir qu’un seul parametre (A dans ce cas) dans notre solution. On
a donc épuisé toutes les possibilités. (Parfois, il y a aussi d’autres solutions, appelées les
solutions singulieres. Toutefois, ces solutions sont rarement celles qu’on cherche.)

La solution avec le paramétre (y = Ax*) est appelée la solution générale de I'équation
différentielle.
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Si on donne une valeur spécifique au paramétre (par exemple y =3x”), on a une solution
particuliere de I'équation différentielle.

Pour obtenir une solution particuliére, on doit avoir quelques informations concernant la
solution. Ces informations s’appellent les conditions initiales.

Par exemple, on pourrait demander la solution de I'équation différentielle y"=2x pour

laquelle y = 1 quand x = 2. On a déja vérifié que la solution générale est y = Ax*. Pour
trouver la valeur de A, on utilise le fait que y =1 quand x = 2. On a alors

y=Ax’
1=A(2)
A=t
4

. L 1
La solution particuliere est donc y :Zx .

Exemple

7 e e A . ” ’ .
Vérifier que y =In(x)+—+ B est une solution de x*y”+2xy =1 et trouver la solution
x

particuliere pour laquelle y=4 et y'=3 quand x = 1.

Les dérivées sont

, 1 A

Y E

»_ 1 2A
X2 X3

Si on remplace dans I’équation, on a

Xy +2xy = x° [—%+¥J+2x(l—%j
x*x X x

X X

=1

C'est donc la solution de notre équation.

On trouve ensuite la solution particuliere avec 2 équations. La premiére se trouve
avecy=4quand x=1.
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y=1n(x)+é+B
x
4=A+B

On trouve la deuxiéeme équation avec la condition y'=3 quand x = 1.

14
Y x X
3=1-A

Cette deuxieme équation nous donne A = -2. Avec cette valeur, on trouve, avec la
premiere équation, B = 6. La solution particuliere est donc

yzln(x)—g+6
x

Jusqgu’ici, la solution était donnée et on a simplement vérifié que cette solution était la
bonne. Toutefois, le véritable défi des équations différentielles est de trouver cette
solution générale.

On doit donc développer des techniques pour résoudre les équations différentielles. La
méthode variera selon |'ordre et le degré de I'équation.
SERIE D’EXERCICES 1

Trouver I'ordre et le degré des équations suivantes.

1. %+cosx—y=0

X

2
2. (ﬂj +2xﬂ+y:5x2
dx dy

2
3. d Z+5ﬂ+3y=sinx
dx dx
d4y d3y ’ dy
—4+5 — +3—:€xy
dx dx dx
d’y dy
5. —+5—=x"+5x+1
dx dx
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&

10.

11.

12.

13.

2.

2

2
ln(d yj+xﬂ=2x

dx dx
y”+1 — -l
xy +2
A . dy
Vérifiez que y =3/x est une solution de xd—+ y=0.
X

. . . d <
Vérifiez que y =4e’ sin x est une solution de d_y: 3y+4e cosx.
X

e . d
Vérifiez que y = tan x +sec x est une solution de d—y—ysecx =0.
X

Vérifiez que y=x"" est une solution de 4x*y”+12xy"+3y=0.
Vérifiez que y =2x""? est une solution de 4x*y"+12xy"+3y=0.
Vérifier que y = Ax™">+ Bx'* est une solution de 4x*y”+12xy"+3y =0 et trouver

la solution particuliére pour laquelle y=5et y'=-1/2 quand x = 1.

Les équations d’ordre 1 et de degré 1

Les équations a variables séparables

La solution est trés simple si on peut séparer les variables. Cela est possible quand on a
une équation de la forme suivante.

Equation différentielle a variables séparables

Y'=P(x)0(y)

Pour trouver la solution, il faut mettre tous les x (incluant le dx) d’un c6té de I'équation
et tous les y (incluant le dy) de I'autre c6té de I’équation. Une fois que c’est fait, il ne reste
gu’a intégrer de chaque coté.
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Exemple

Trouver la solution générale de I'équation différentielle suivante

9yy' +4x=0

On peut écrire cette équation sous la forme suivante.

9yy' =—4x
y':—4x-L
9y

C'est donc une équation a variable séparable. La solution est

dy
9y—=-4x
Y dx
9ydy = —4xdx
I9ydy = —I4xdx
2
EAMS IS
2

Remarquez qu’il n’y a qu’une seule constante d’intégration. Il est inutile d’en mettre
deux puisqu’on peut ensuite définir une nouvelle constante d’intégration qui serait
la soustraction de ces deux constantes.

Cette solution peut s’écrire sous la forme suivante.

2

4,
=——x"+C
YT

Remarquez que la constante n’est pas multipliée par 2. On a simplement redéfini la
constante pour que le 2 soit inclus dans la constante. Cela ne change rien puisque
cette constante peut prendre n’importe quelle valeur. En fait, nimporte quelle
fonction de la constante d’intégration peut étre redéfinie comme une nouvelle
variable.

La solution

2

4,
=——x"+C
YT

est une solution implicite de I’équation (y n’est pas isolé dans une solution implicite).

La solution explicite est
4
=+ [C—=x
YT
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(v est isolé dans une solution explicite.) Parfois, il est impossible d’obtenir la solution
explicite.

Exemple

Trouver la solution générale de I'équation différentielle suivante
y=1+y
On peut écrire cette équation sous la forme suivante.

—=1+y"

dx
C’est donc une équation a variable séparable. La solution est

dy

> =dx
I+y
d

J.1+};2 :.[dx

arctan y=x+C

y=tan(x+C)

Parfois, il y a une condition initiale qui permet de trouver une solution particuliere.

Exemple
Trouver la solution générale de I’équation différentielle suivante siy = 1 quand x = 0.

(1+x*)y'+y* +1=0

On peut écrire cette équation sous la forme suivante.

(1+x2)y':—y2—1

dy _(_ o 1
)

C’est donc une équation a variable séparable. La solution est

_dy _ dx
1+y> 1+x°
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dy ¢ dx
_~[1+y2 _I1+x2

—arctan y = arctan x+ C

On peut écrire cette solution sous la forme.

arctan x +arctan y =C

Ca semble bien, mais on peut faire mieux. Si on fait la tangente de chaque c6té, on
arrive a

tan (arctan x +arctan y) = C

(La constante n’a pas changé puisqu’on peut redéfinir la tangente de la constante
comme une nouvelle constante.) On peut alors simplifier en utilisant

tan A+tan B

tan (A+ B) = AT @0P
1—tan Atan B
On a alors

tan (arctan x+arctan y) = C

tan (arctan x) + tan (arctan y)

1—tan (arctan x) tan (arctan y)
x+y
1—xy

=C

Trouvons maintenant la valeur de C en utilisant la condition initiale.

0+1 _C
1-0-1
Cc=1
La solution particuliere est donc
x+y -1
1—xy

On peut finalement obtenir la solution sous forme explicite.

xX+y _

1—xy !
x+y=1-xy
ytxy=1-x
y(l+x)=1-x
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SERIE D’EXERCICES 2

Trouvez la solution des équations différentielles suivantes.

1. ﬂ=6y2x siy(l)=1/5
dx

, 3x’+4x—4
2y—4

3
3. y=—22— siy(0)=-I

NI

4. y=e¢’(2x-4) siy(5)=0

siy(1)=3

dr _

2

r

T osir(h=2
w6 g ST

6. %=e3’_’ sec(y)(1+£*) siy(0)=0

Changement de variables pour arriver a une équation a variables
séparables

Parfois, I’équation n’est pas a variable séparable, mais on peut la transformer en équation
a variable séparable avec un changement de variables.

Il n’y a pas vraiment de truc pour savoir si on peut faire un changement qui permettra d’y
arriver. On y arrive souvent par tatons. C'est parfois trés difficile de deviner le

changement qui permettra de séparer les variables.

Toutefois, il y a quelques cas ol on peut donner une regle. En voici 2.

Les équations homogénes

Commencons par définir ce qu’est une équation. Une équation est homogéne si on peut
écrire sous la forme suivante.
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Equation homogéne

f(Ax,Ay)=2A"f (x,y)
n est appelé le degré.

Prenons quelques exemples pour illustrer.
La fonction f(x,y)=x"+y* esthomogéne de degré 2 puisqu’on a

f (/lx, Ay)= (/bc)2 +(/1y)2
212x2+22y2
212(x2+y2)
=Af (x, y)

La fonction f(x,y)=+/x"+3y> est homogeéne de degré 1 puisqu’on a

£ (Ax,Ay) = (Ax)’ +3(Ay)’
= JB 130y

=.[A7 (xz +3y2)

(x2 +3y2)
f(xy)

A
A

Ty

La fonction f(x,y)= al

est homogene de degré 0 puisqu’on a

Ax+ Ay
:lx—/ly
A(x+y)
A(x=y)

xX+y
Ty
=A'f (x.y)

f(Ax,2y)

La fonction f (x, y) =x>+y n’est pas homogéne puisqu’on a

f(Ax,2y) = (Ax) +(Ay)
=A%+ Ay
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Comme il n’y a pas moyen de mettre une puissance de A en évidence devant la fonction,
elle n’est pas homogene.

Maintenant, voyons comment faire si on a une équation différentielle homogeéne. Une
équation différentielle homogéne a la forme suivante.

Equation différentielle homogeéne
d
N(x,y)—y+M (x, y) =0
dx
ou M (x,y) et N (x,y) sont homogeénes de méme degré.

Dans ce cas, on peut transformer en équation a variable séparable si on pose le
changement de variable suivant.

La différentielle de y est

dy = xdu + udx

La dérivée de y en divisant cette différentielle par dx pour obtenir

dy _du
dx dx

X+u

Le changement de variable a faire est donc

Changement de variables a faire pour transformer une équation homogéne en équation
a variables séparables

y=ux
D _d
dx dx

Exemple

Trouver la solution générale de I’équation différentielle suivante.

2xyy’ —y>+x> =0
Cette équation

(2xy)%+(—y2+x2)+=0
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n’est pas une équation a variable séparable, mais c’est une équation différentielle
homogene puisque M et N sont homogene de degré 2. On peut donc la transformer
en équation a variables séparables avec le changement de variable y = ux.

L’équation devient alors

ZJC);ﬂ—y2 +x°=0
dx

2xux(%x+uj—u2x2 +x2=0
dx

du
2= Xu+2xut -t +x* =0
dx

du
2= Xu+xut+x*=0
dx

Z%xu+u2+1=0

dx
Zqu :—(u2 +1)
dx
2udu _ﬂ
u’ +1 X

Et voila, on a pu séparer les variables. Il ne reste qu’a intégrer.

u’ +1 X

In(1+u*)=-In|x|+C

IZMd_ﬂ

In(1+u”)==In|x|+InC’

ln(1+u2)=ln(gj

X
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SERIE D’EXERCICES 3

Déterminez si les fonctions suivantes sont homogénes.

1. f=3x"+8xy-9y*+1

2. f= y4—4xy3+6x2y2+4x3y+x4

3. f=xX"+4y" —x

4. f= xcos(£j+ ysin (ﬁj
y y

5. f=xcosh(x)+ ysinh(y)

6. Les équations différentielles

Trouvez la solution des équations différentielles homogénes suivantes.

6. xsinh (ljﬂ = ysinh (lj —-X
x ) dx X

7. xyy+4x°+y*=0
8. x=y(nx—Iny)

9. (x2 +8xy—9yz)y'+(3x2 +2xy+4y2)=0

10. xy' —y=x"+y"

Equations toujours formées de la méme combinaison linéaire Ax+By

Parfois, on remarque qu’une certaine combinaison revient plusieurs fois dans I’équation.

Par exemple, on remarque que dans cette équation

dy _ x+3y+3
dx 3x+9y+5

On retrouve deux fois la combinaison x + 3y. Dans ce cas, il faut poser que la nouvelle

variable est égale a cette combinaison linéaire.

Version 2025



Luc Tremblay College Mérici 6. Les équations différentielles

Changement de variables a faire pour transformer une équation toujours formée de la
combinaison Ax + By en équation a variables séparables
u=Ax+ By

En faisant la différentielle de u et en divisant ensuite par dx, on peut trouver dy/dx.

Exemple

Trouver la solution générale de I’équation différentielle suivante.
(2x—4y+5)y +x-2y+3=0

On remarque que dans cette équation, on a toujours la combinaison x — 2y. On doit
donc faire le changement de variable suivant.

u=x-2y

On trouve ensuite dy/dx avec la différentielle de u.

du =dx—2dy
@:1_22
dx dx
dy 1 _ldu
dcx 2 2dx

L’équation devient alors

(2x—4y+5)ﬂ+x—2y+3=0
dx

(2u+5)(l—lﬂj+u+3=0
2 2

dx

(2u+5)[1—@)+2u+6:0
dx

2u+5—(2u+5)ﬂ+2u+620

dx
4u+11=(2u+5)ﬂ
dx
@_4u+11
dx 2u+5

La solution est
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2u+5 di = dx
du+11
J'2u+5d :J-dx
du+11
I4u+10d =j2dx
du+11
v[4I/t+11 lst:_[de
du+11

A1l 1
j(4u+11_4u+11jduzjzdx
1
I(l—4u+11)du=j2dx

u—%ln|4u+11|=2x+C

Si on défait notre changement de variable, on a finalement la solution de I'’équation.

(x—2y)—%ln‘4(x—2y)+11‘=2x+C

SERIE D’EXERCICES 4

Trouvez la solution des équations différentielles suivantes.

1. ﬂ=3()c+y—1)
dx

2, Do (4y+x)’
dx

3. (4y—2x)ﬂ =™ +2y—x siy(0)=0

dx

4. Résoudre (1+xy)y —y*> =0 en posant u = xy

Les équations linéaires

Une équation linéaire est une équation de la forme suivante.
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Equation linéaire

%+P(x)y=Q(x)

Par exemple, I'’équation suivante est linéaire.

ﬂ+(cosxtanx)y=e

dx

X

L’équation suivante est aussi linéaire.

d
e

+tan x>+ ycoshx=0
dx

Puisqu’on peut écrire

d
24 ycosh x = —tan x*
dx
dy , coshx _tanx’
dx x x’

Par contre, I’équation suivante n’est pas linéaire (parce que y est au carré).

d
2 ¥y =cosx

dx

On dit que I’équation linéaire

%+P(x)y=Q(x)

est homogene si O (x) = 0. Dans ce cas, I'équation se résout simplement puisqu’elle est
déja a variable séparable.

Si O (x) #0, alors on dit que I"’équation linéaire est non-homogeéne. Dans ce cas, elle n’est
pas a variable séparable. Toutefois, on peut la résoudre en multipliant I’équation par

ejP(x)dx

Ce terme porte le nom de facteur intégrant. Voici ce qu’on obtiendra alors
X)ax d X X
ejp( )d —y+ejp( )de(x)y=eIP( )de(x)
dx
ejP(x)dxdy + eIP(X)de(x) ydx _ eIP

(x)dx

Q(x)dx
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Ca semble compliquer les choses. Toutefois, on a

a(ejp(x)dxyj a(ejP(x)dxy)
d(ejP(x)dxy) _ _ dy+ _ I
y X

= ejp(x)dxdy rel " p (x)-y-dx

Or, c’est exactement ce qu’on avait du c6té gauche de I’'équation. On peut donc écrire

ejp(x)dxdy N ejp(x)dx

On peut alors résoudre en intégrant de chaque c6té. On a alors
a0 )< [0 2y

Ce qui donne

Solution d’une équation linéaire non homogéne

e.[P(x)dxy =J'e.[P(x)de(x)dx

Exemple

Trouver la solution générale de I'équation différentielle suivante.

2x

y-y=e

Cette équation est une équation linéaire non homogeéne avec P (x) =-1 et Q (x) = ¢*.
On peut la résoudre en multipliant par le facteur intégrant. Ce facteur est

(Quand on fait cette intégrale, il n’est pas nécessaire de mettre la constante
d’intégration.) L’équation différentielle devient alors

—x_ - —x 2
exy_exy:exex

e—xy/_e—xy:ex

Version 2025



Luc Tremblay College Mérici

Or,ona

—X dy —X X
e ——ey=e¢
dx Y

e ‘dy—e " ydx=e"dx

dx

B dle™
= Y dy + ( y)
dy ox
=e 'dy—e " ydx

On peut donc écrire I'équation différentielle sous cette forme.

Il ne reste qu’a intégrer

La solution est donc

Exemple

d (e_xy) =e'dx

jd (e_xy) = jexdx

e'y=e"+C

y= e* +Ce*

Trouver la solution particuliére de I’équation différentielle suivante sionay (0) = 1.

Cette équation est une équation linéaire non homogéne avec P (x) = tan x et
0O (x) = sin 2x. On peut la résoudre en multipliant par le facteur intégrant. Ce facteur

est

¥ +(tanx) y =sin 2x

J‘P(x)dx J‘lanxdx
e =e
—ln‘cosx‘
=e

ln‘secx‘
=e

=SeCx

L’équation devient alors
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(sec x)%+(secxtan x) y =secxsin2x
x

(sec x)dy +(sec x tan x) ydx = sec xsin 2xdx

On peut écrire cette équation sous la forme suivante.

d(y-secx)=secxsin2xdx

(Le terme entre parenthéses est toujours identique au terme dans lequel il y a dy,
mais on remplace le dy par y.)

Il ne reste qu’a intégrer
.[d(y'secx)z.[secxsinZde

y-secx = jsec xsin 2xdx

L'intégrale de droite demande un peu plus de travail. En utilisant sin 2x = 2sin xcos x
ona

J-secxsin 2xdx = jsecx(Zsin xcos x)dx

=j ! (2sinxcos x)dx
cos x

=I2sinxdx
=-2cosx+C

Notre solution est donc

y-secx=-2cosx+C

y=-2cos” x+C cos x

On va maintenant utiliser notre condition initiale y (0) = 1 pour trouver la valeur de
la constante. En prenant les valeursx=0ety=1,0ona

1=-2c0s*0+Ccos0
1=-2+C
Cc=3

La solution est donc

y=-2cos” x+3cos x

En théorie, la méthode est toujours valide, mais les intégrales de P (x) et de O (x) peuvent
étre difficiles a faire (ou méme parfois impossible...).
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SERIE D’EXERCICES 5

Trouvez la solution des équations différentielles linéaires suivantes.

1. ﬂ+l=3x

dx x
2. xy'+2y=4x’
3. (cosx)y +(sinx)y=2cos’ xsinx—1
4. ty+2y=t'—t+1 siy(l) =%
5. ty=2y=~r’sin(2t)-2t"+3r
6. 2y —y=4sin(3x) siy(0)=0

7. (e_y +2x)dy+dx= 0

Les équations de Bernoulli
Une équation de Bernoulli est une équation de la forme suivante.

Equation de Bernoulli

ﬂ+P(x)y=Q(x)y"
dx

ou n peut étre n‘importe quel nombre. La seule différente avec I'équation linéaire est la
présence de ce y" dans le terme de droite.

La méthode pour résoudre I'équation de Bernoulli fut découverte par... Leibniz en 1696.
Prenons un exemple pour illustrer cette méthode. Supposons qu’on ait I’équation de
Bernoulli suivante.

y' +3xycosx =e'y?

On peut alors transformer I’équation de Bernoulli en équation linéaire avec un
changement de variable.

On commence par diviser par y". Ici, on divise donc par y2. On a alors
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| 1 .
— Yy +3x—cosx=e

y y

On va ensuite poser z = 1/y. Dans ce cas, on a
dz =—ydy
et I'’équation devient

1 dy

2

y© dx y

dz
——+3xzcosx=—e"
dx

dz
— —3xzcosx=¢e"
dx

Bingo, c’est une équation linéaire.

1
—+3x—cosx=¢"

6. Les équations différentielles

Allons-y de facon plus générale. On commence par diviser I’équation

L p(x)y=0()y
X

par y" pour obtenir

_ndy

Yy —=+P(x)y™" =0(x)

dx

Ensuite, on pose z = y!™. On a alors
dz=(1-n)y™"dy

L’équation devient donc
1 dz
1-ndx
dz
dx

+P(x)z=0(x)

—+(1-n)P(x)z=(1-n)Q(x)

Cette équation est une équation linéaire, qu’on peut résoudre avec la méthode vue a la

section précédente.

Exemple

Trouver la solution générale de I’équation différentielle suivante.
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2y +y=(1-2x)y"

Cette équation est une équation de Bernoulli avec n = 4. On va donc diviser par y*
pour obtenir

2y4ﬂ+ y~ =(1-2x)
dx

et ensuite poser que z=y.Onaalors dz =-3y*dy. Cela nous améne &

2 dz

———+z=(1-2
PR )
dz 3 3
= 2=-2(1-2
dx 2Z ( x)

On a alors une équation linéaire avec P (x) =-3/2 et Q (x) = -3(1 — 2x)/2. On peut la
résoudre en multipliant par le facteur intégrant. Ce facteur est

Si on multiplie notre équation par ce facteur, on obtient

3 3 3
“xdz 3 -2« 3 —x
e? ———e?z=——(1-2x)e ?

dx 2 2( )

—éx 3 —ix 3 —éx
e’ dz—Ee 2 zdx=—§(1—2x)e 2 dx

On peut écrire cette équation sous la forme suivante.
3, 3 3,
d[e 2 zj=—§(1—2x)e 2 dx
Il ne reste qu’a intégrer
3, 3 3,
dle?z|=—|=(1-2x)e ? dx
Jal <] =—f30-29
3, 1 -3»
e? z:—ge 2 (1+6x)+C

Notre solution est donc

3
z= —%(1+6x)+Ce2
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3

y©= —%(1+6x)+ Ce?

3001 _é
y= [Ce2 —5(1+6X)J

SERIE D’EXERCICES 6
Trouvez la solution des équations différentielles de Bernoulli suivantes.

1. ﬂ+£y =x"y’
dx

2. Y -S5y=ey”
3. x?+2y:—x3yzcosx
x

4. x'+y=y"x’In(x)

5. 6y -2y=xy*siy0)=-2

6. y+L-Jy=0 siy(1)=0
X

Les équations exactes
Voici ce qu’est une équation exacte.

Equation exacte

Une équation de la forme M (x,y)dx+N(x,y)dy=0 est exacte s'il existe une
fonction f'(x,y) = C pour laquelle

df = Mdx+ Ndy

Par exemple, I'équation différentielle

(2x+4)dx+2dy=0
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est exacte puisque la fonction suivante
f=x"+4x+2y=0
nous donne

df—aidx+aidy

“ox |y
0=(2x+4)dx+2dy

qui est notre équation de départ.

Si cette fonction f existe alors on a

Mdx+ Ndy =0
d(f)=0

Si on intégre de chaque c6té, on arrive a la solution.

Solution d’une équation exacte
f=C

Ainsi, la solution de
0=(2x+4)dx+2dy
est

X’ +4x+2y=C

Ici c’était facile parce qu’on a donné la fonction f. Toutefois, on ne sait méme pas si une
telle fonction existe et, si elle existe, on ne sait pas ce qu’elle vaut. Commencons par
déterminer si la fonction existe.

Si elle existe, alors on a

a—falx+a—faly:O

ox dy
et cette équation doit étre identique a Mdx + Ndy = 0. Cela signifie qu’on doit avoir

S _y s _y
ox dy

On a alors

Version 2025



Luc Tremblay College Mérici 6. Les équations différentielles

M _ S CA
dy  dxdy ox dyox

Comme ces deuxiemes dérivées de fdoivent étre égales, on a

Condition pour que f existe.

am _av
dy Ox

Cette condition est nécessaire et suffisante.

Une fois qu’on a vérifié que fexiste, on sait alors que

of of
Y _m N
ox dy

On va alors trouver la fonction avec des intégrales partielles.

Comment trouver la fonction f
f= jde f= dey

Vous vous dites peut-étre que ce n’est pas nécessaire de faire les deux intégrales. On n’en
fait qu’une et on a f! L'autre intégrale va tout simplement redonner la méme fonction.
Toutefois, ce n’est pas le cas. Quand on fait I'intégrale partielle par rapport a x, les parties
de la fonction qui ne dépendent que de y seront absentes. Elles seront en fait camouflées
dans la constante d’intégration puisque y est considéré comme une constante quand on
integre par rapport a x. Quand on fait I'intégrale partielle par rapport a y, les parties de la
fonction qui ne dépendent que de x seront absentes. Elles seront en fait camouflées dans
la constante d’intégration puisque x est considéré comme une constante quand on
integre par rapport a y.

On doit donc faire les deux intégrales. Les parties qui dépendent a la fois de x et y seront
identiques dans les deux intégrales. Les parties qui ne dépendent que de x seront

présentes dans l'intégrale par rapport a x et les parties qui ne dépendent que de y seront
présentes dans l'intégrale par rapport a y. On combine ces trois éléments pour faire f.

Exemple

Trouver la solution générale de I’équation différentielle suivante.

(x+2)y' +y+4=0
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Bien que cette équation soit aussi a variables séparables, on va la résoudre en
employant la méthode de I'équation exacte. Vérifions premieérement si elle est
exacte. L'équation est

(x+2)ﬂ+y+4=0
dx
(x+2)dy+(y+4)dx=0

On a donc
M=y+4 N=x+2

Si on fait les dérivées partielles, on arrive a

M _
dy

N _

1 —=1
ox

Puisque ces deux dérivées partielles sont égales, on a une équation exacte, ce qui
signifie que la fonction fexiste. Trouvons maintenant la valeur de f.

f=jdezI(y+4)dx:xy+4x+K1

f=desz(x+2)dy=xy+2y+K2

(Les K sont les constantes d’intégrations.) Avec ces deux réponses, on peut
reconstruire la fonction f. La partie qui dépend de x et y (xy ici) se retrouve dans la
solution des deux intégrales. (Si les deux ne sont pas identiques, c’est que la fonction
n’était pas exacte.) La partie qui ne dépend que de x (4x ici) se retrouve uniquement
dans la premiere intégrale et la partie qui ne dépend que de y (2y ici) se retrouve
uniguement dans la deuxieme intégrale. En combinant ces trois éléments, on a

f=xy+4x+2y

(On pourrait aussi ajouter une constante, mais cette constante ne serait d’aucune
utilité puisqu’elle serait absorbée par une autre constante.)
La solution de I’équation différentielle est donc
xy+4x+2y=C
On peut aussi écrire cette solution sous la forme suivante
(x+2)y+4x=C
(x+2)y=C—4x

_C—4x
x+2
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Exemple

Trouver la solution générale de I’équation différentielle suivante.
(2xsin3y)dx+(3x” cos3y+2y)dy =0
Vérifions premierement si elle est exacte. On a
M =2xsin3y N =3x"cos3y+2y

Si on fait les dérivées partielles, on arrive a

a£=6x'c053y a—N=6x~cos3y
dy ox

Puisque ces deux dérivées partielles sont égales, on a une équation exacte, ce qui
signifie que la fonction f existe. Trouvons maintenant la valeur de f.

f =J-Md)c=J-(2xsin3y)dx=x2 sin3y+K,
f=.[Ndy:I(3x2 cos3y+2y)a’y=x2 sin3y+y> +K,

Avec ces deux réponses, on peut reconstruire la fonction f. La partie qui dépend de x
et y (x2 sin 3y ici) se retrouve dans la solution des deux intégrales. Il n’y a pas de partie
qui ne dépend que de x puisqu’il n’y en a pas dans la premiére intégrale. La partie qui
ne dépend que de y (y? ici) se retrouve uniquement dans la deuxiéme intégrale. En
combinant ces trois éléments, on arrive a

f=xsin3y+y’
La solution de I’équation différentielle est donc

x*sin3y+y*=C

Exemple
Trouver la solution particuliere de I’équation différentielle suivante siy (0) = 0.
(cos xsinh y)y” = (sin xcosh y)

Vérifions premierement si elle est exacte. Cette équation est

(cos xsinh y)% = (sin xcosh y)
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(cosxsinh y)dy =(sinxcosh y)dx
(sinxcosh y)dx—(cosxsinh y)dy =0
On adonc
M =sin xcosh y N =—cosxsinh y

Si on fait les dérivées partielles, on arrive a
M . ) ON . .
—— =sin xsinh y — =sinxsinh y
y ox

Puisque ces deux dérivées partielles sont égales, on a une équation exacte, ce qui
signifie que la fonction fexiste. Trouvons maintenant la valeur de f.

f :J-dezj-(sinxcosh y)dx=—cosxcoshy+K,
f =.[Ndy=J-(—cosxsinh y)dy =—cosxcosh y+K,

Avec ces deux réponses, on peut reconstruire la fonction f. La partie qui dépend de x
et y (-cos x cosh y ici) se retrouve dans la solution des deux intégrales. Il n’y a pas de
partie qui ne dépend que de x puisqu’il n’y en a pas dans la premiére intégrale et il
n’y a pas de partie qui ne dépend que de y puisqu’il n’y en a pas dans la deuxieme
intégrale. En combinant ces trois éléments, on arrive a

f =—cosxcoshy
La solution de I'’équation différentielle est donc

—cosxcoshy=C

On peut maintenant trouver la valeur de la constante puisqu’on sait que y = 0 quand
x=0.

—cosOcosh0=C
-1=C

La solution est donc

cosxcoshy=1

SERIE D’EXERCICES 7

Vérifiez que les équations différentielles suivantes sont exactes et trouvez ensuite la
solution.
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1. 2xy-9x° +(2y+x2 +1)%=0
X

2. 2xy2+4:2(3—x2y)y'.

2 o
3. tztzl—Zt—(Z—ln(t2+l))y —0siy(5)=0

4. 3y°e™ —1+4(2ye™ +3xy% )y’ =0 siy (0)=1

Méthode de résolution pour des équations d’ordre 1 et de degré 1

Nous avons vu plusieurs méthodes pour résoudre des équations d’ordre 1 et de degré 1.
Quand on tombe sur une de ces équations, on suggere de vérifier les différentes
méthodes possibles en suivant cette liste.

1) L’équation est-elle a variables séparables ?

2) L’équation est-elle exacte ?

3) L’équation est-elle linéaire ?

4) L’équation est-elle une équation de Bernoulli ?

5) Essayez finalement des changements de variables pour arriver a une des formes
précédentes.

SERIE D’EXERCICES 8

Résoudre les équations différentielles suivantes.

1. (x3+y)dx+xdy=0

Sxy

3. cosxdy:(ysinx+ex)dx
4. y=24=
Xy

5. x(tany)y =-1
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

3.

, 2 ’
X X

dy  3-2y
dx 2x+y+1

xy' —y=x"sinx
xy =2y+y’x*=0

dy -3t
—+3y=e
ar

(2t+2y—2)%+(t+y+l)=0

ylx

xy = y+xe

ﬂ——x 2x*y+cosy
dy 3x°y* +sin y

6. Les équations différentielles

(1+2p)dg+(2—-q)dp=0 (Trouvez g en fonction de p)

dl/l _ 2u+3v

dv

=e (Trouvez u en fonction de v)

Applications pour des équations d’ordre 1 et de degré 1

Voici quelques exemples d’applications des équations d’ordre 1 et de degré 1.

Des cas ou I’équation différentielle est donnée

La loi du refroidissement de Newton

La loi du refroidissement de Newton dit que le taux de refroidissement d’un objet est
proportionnel a la différence de température entre I'objet et le milieu environnant.
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ar
— —k(T-T,
L ——k(r-1,)

Méme si la loi porte le nom de loi du refroidissement, elle est également valide si un objet
froid se réchauffe quand on le place dans un milieu plus chaud.

Exemple

Un objet a une température de 100 °C dans une piéce a 20 °C. Au bout de 5 minutes, la
température de I'objet est de 80 °C. Combien faudra-t-il de temps pour la température
atteigne 40 °C si le taux de refroidissement de l'objet est donné par la loi du
refroidissement de Newton ?

Selon la loi du refroidissement de Newton, on a

ar _

k(T -20°C
=kl )

Il s’agit simplement d’'une équation a variable séparable. La solution est donc

aT _ (T -20°C)
dt
k(T =20°C)

dT
L
j(T—20°c) I

In(T =20°C) = —ki +C

Trouvons maintenant la constante d’intégration. On sait que la température de
I'objet at =0 est de 100 °C. On a donc

In(100°C -20°C) =—k-0+C
C =1n(80°C)
L’équation est donc
In(T —20°C) =—kt +1n(80°C)

80°C

On sait ensuite que la température est de 80 °C au bout de 5 minutes. Cette
information nous permettra de trouver la valeur de k.
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80°C
o)
5min
k=0,057536min™"

On adonc

80°C
T-20°C — e—o,057536min"»z
80°C
T =80°C - e—0,057536min‘1<z +20°C

In (wj =-0,057536min""-¢

Si la température est de 40 °C, on a

40°C =80°C - ¢ *0T50min 1 4 20°C
20°C =80°C - e—0,057536mjn_1<t
l — e—0,057536min_1-t
4
1 -
In Z =-0,057536min" -¢

_ —In(%4)
0,057536min""
t = 24,0942 min

La température ambiante pourrait méme changer. Dans ce cas, on remplace T, par la
formule donnant la température du milieu ambiant en fonction du temps. On obtient
alors presque toujours une équation linéaire.

Exemple

Un objet a une température initiale de 50 °C. On le place dans une piece, mais cette fois-
ci la température de la piéce varie. La température dans la piece est donnée par

T, =20°C+2-5-t

(Ce qui signifie que la température de la piece augmente de 2 °C par heure.) On place
donc notre objet dans la piéce a 9 h (qui est notre ¢ = 0). Supposons que la valeur de k
dans I’équation du refroidissement est de 0,2 hL.

Version 2025



Luc Tremblay College Mérici

a) Quelle sera sa température a midi ?

6. Les équations différentielles

b) Quelle sera la température minimale atteinte et a quelle heure I'objet

atteint-il cette température minimale ?

Si on utilise la formule de T, dans la loi du refroidissement de Newton, on a

dT
& = k(T-20°C-2 ¢
" ( )

On peut écrire cette équation sous la forme suivante.

L;—f+kT:k'(20°C+2%'t)

Il s’agit d’une équation linéaire. Le facteur intégrant est
kdt
ej — ekz
On adonc

e le—T+ e“kT ="k -(20°C +2C 1)
1
edT +€e"kTdt = €k -(20°C +2-C 1) dt

d(e"T)=e"k-(20°C +2C 1) dr
Si on intégre de chaque cété, on a
[d(e"T)=[e"k-(20°C +2C )t
T =" (20°C-2E+2:C 1)+ C
T =20°C—2E+2C.1+Ce™

Puisque k = 0,2 h', on obtient

o
2

0.24
=20°C-10°C+2-C-1+ Co 02

=10°C+2C 1+ Ce

T =20°C—-

oC 0,217
+ 27 -t+Ce

Trouvons maintenant la constante d’intégration. On sait que la température de

I'objet at =0 est de 50 °C. On a donc

50°C =10°C + 2% 0+ Ce—O,Zh"AO
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50°C =10°C+C
C=40°C

L’équation de la température de I'objet en fonction du temps est donc
T =10°C+2°C 1+40°C ¢
A midi, on est a £ = 3 h. La température est donc de

T =10°C+2°C-3h+40°C ¢ 2"
=10°C+6°C+40°C -¢°
=37,95°C

On peut ensuite trouver la température minimale atteinte par I'objet. Au minimum,
la dérivée de la température de I'objet par rapport au temps doit étre nulle.

a _,
dt

En utilisant la formule de la température de I'objet, on arrive a
dT
o =
d (10°C +2°C.t+40°C- e—O,Zh"-t)
dt
2°TC—40°C.0,2%_6—0,2;£*1., ~0

° ° -0,2n7"
2C 8.0 =

0

=0

Si onisole ¢, on arrive a
Si.e—O,Zh‘l-t -9
h h
e =0,25
-0,2+-1=1n0,25
t=-5h-In0,25
t=6,93h

La température minimale est donc atteinte 3 15 h 55 m 48 s (6,93 h aprés 9 h). A ce
moment, la température sera de

T =10°C +2C 6,930 +40°C - ¢ "2 0%
=33,86°C
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Le changement de pression avec !'altitude

Le gaz dans I'atmosphere est en équilibre hydrostatique. Cela signifie que le poids de I'air
est compensé par la force de pression.

Prenons une couche d’air d’épaisseur 4

I
¥ (P+dP)4

dz dans I'atmosphére pour illustrer ce
gue cela signifie. dz; | TPA
| il
Le poids de Iair est donné par vddzg

sesp.esep.pro/fr/pages_fluide-temperature/isotherm.html

mg = p-volume- g

Cette force est représentée par le vecteur noir dirigé vers le bas.

Il y a une force vers le haut faite par la pression du gaz situé en dessous de la couche.
Cette pression est
F = Pression - aire

=PA

Cette force est représentée par le vecteur rouge dirigé vers le haut.

Finalement, il y a une force vers le bas fait par la pression du gaz situé au-dessus de la
couche. Cette pression est

F = Pression - aire
= (P + dP) A

Cette force est représentée par le vecteur bleu dirigé vers le bas.
L’équation des forces est
PA—pAdzg —(P+dP)A=0

Cette équation nous amene a

PA—pAdzg —PA—-dPA=0
-pdzg —dP =0
dP =—pgdz

Trouvons la densité du gaz en fonction de la pression. Selon la loi des gaz, on a
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_ PV
RT
Ceci est le nombre de moles. Si on veut la masse du gaz, il faut multiplier le nombre de

moles par la masse molaire moyenne (u). La masse est donc

L _PV
T

Pour avoir la densité, il faut diviser par le volume.

P

P—E#

L’équation de I’équilibre hydrostatique devient alors

dP =-pgdz
P
dP =———pugdz
RT’ug
ap _ _H8 4,
P RT

Pour la Terre, on va simplifier un peu en disant que I'atmosphére est composée de 78,1 %
d’azote, de 21,0 % d’oxygene et de 0,9 % d’argon. La masse molaire moyenne est donc de

u=0,781-28-£-+0,210-32-£-40,009-40 =%

=28,95-% o
Ainsi, on a
dpP O 02895 f;ﬁ, 9, 81N >
_ Z
P 8,3145- KT
dP 0,03416 %
— ="y
P T
d_P 34, 16k’fn dz
P T

C’est notre équation différentielle qui peut nous permettre d’obtenir la pression de I'air
en fonction de l'altitude. Toutefois, pour obtenir la solution, il faut savoir comment
change la température de I'air avec I'altitude. Selon la facon dont la température change,
on obtiendra des solutions différentes. On obtient alors une équation a variables
séparables.

On va aussi simplifier en disant que la pression au niveau du sol est de P, =101,3 kPa.
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Exemple

Quelle serait la pression de I'atmosphére terrestre a une altitude de 5 km si on suppose
gu’elle a une température constante de 15 °C?

Dans ce cas, notre équation différentielle est une simple équation a variable
séparable. En intégrant de chaque c6té, on a

dP _ 34164
P T

dP _ J-3416km
P 288,2K
d—P:—jonss dz

In(P)=-0,1185L-z+C
La constante se trouve en sachant que la pression au sol (z = 0) est égale a F,.
In(P)=0+C
L’équation devient alors

In(P)=-0,1185L-z+In(P)

On peut finalement isoler P pour obtenir la formule de la pression en fonction de
I'altitude.

)=In(P,)=-0,1185-L ¢

P

— [=-0,1185%

B )"

P _ -01185L7

—=e

£

pP= Pe—o,ugsﬁz
— %o

—0,1185.L--7

P=101,3kPa-e

En utilisant les valeurs données, la pression a une altitude de 5 km est

P =101,3kPge "5
=56,01kPa

Notez que dans ce modele, 'atmosphére de la Terre ne se termine jamais puisque
la pression ne devient jamais nulle.
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Exemple

Quelle serait la pression de I'atmosphére terrestre a une altitude de 5 km si on suppose
gue la température diminue avec I'altitude selon la formule suivante ?

T =288,2K — 6,547

(C'est la formule de la température pour I'atmosphéere standard. Toutefois, pour
I’'atmosphére standard, la température se stabilise a -56,5 °C a une altitude de 11 km.)

Dans ce cas, I'équation différentielle est

P _ 3416
P T
4,16 K
E: 3 6km dZ

P 288,2K -6,5%

km

*Z

C’est encore une équation a variable séparable. En intégrant de chaque coté, on a

In(P) =210 (288,2K — 6,54 -z) +In(C)
In(P)=5, 255 In(288,2K —6,5£-z)+In(C)
On peut écrire cette équation sous la forme suivante.
In(P)=1n(288,2K —6,5%-2)"* +1n(C)

In(P)=1n(C(288,2K 6,54 2)"*")

)5,255

P=C(288,2K-6,5K .7

La constante se trouve en sachant que la pression au sol (z = 0) est égale a F,.

5,255

P, =C(288,2K —6,5£-0)

C= K
(288,2K)™*”
L’équation devient alors
F, s
P= W(zss 2K —6,5£-2)
K 5,255
P=P 288,2K-6,5% -z
288,2K

5,255
P=pP[1-—
44,34km
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En utilisant les valeurs données, la pression a une altitude de 5 km est

Skm jS,ZSS

P =101,3kPa| 1-
44,34km

=54,02kPa

Notez que dans ce modeéle, I'atmospheére s’arréterait a une altitude de 44,34 km (la
température et la pression deviennent nulles a cette altitude).

La pollution dans un lac

L’exemple du lac dans lequel on ajoute une substance (polluante ou non, mais on va dire
ici que c’est un polluant) est aussi tres intéressant. Toutefois, le lac, comme tous les lacs,
se vide par une riviere, ce qui permet d’éliminer un peu de polluant. On veut donc
connaitre la concentration de polluant dans le lac en fonction du temps.

Commencons par la quantité de polluant qui quitte le lac en examinant le rythme auquel
on perd du polluant par la riviere. Durant un certain temps, un certain volume quitte le
lac (par exemple, 7500 m® en 1 seconde). Dans ce volume, la quantité de polluant est
égale a la concentration multipliée par le volume. On a donc

Am = —c - Avolume

(C’est négatif, car on perd du polluant.) Pour trouver la quantité perdue par unité de
temps, on divise par le temps.

Am 3 Avolume .

At At

Pour obtenir le taux instantané de perte de polluant, on fait la limite quand At vers 0. On
a alors

dm  d(volume)

_——— .

dt dt
Or, ce d(volume)/dt est le rythme auquel I'’eau quitte le lac, c’est-a-dire le débit du fleuve
(gu’on va appeler D).

dm
- _D.c
dt
Comme la concentration du polluant est
m
c=—
Vv

Version 2025



Luc Tremblay College Mérici 6. Les équations différentielles

(V est le volume du lac, une constante.) L’équation différentielle devient donc

dm D
dt Vv
Il se pourrait aussi qu’on ajoute du polluant. Si la formule donnant la quantité de polluant
ajouté en fonction du temps est R, alors le rythme d’augmentation de la masse du
polluant sera simplement la soustraction de ce qu’on ajoute et de ce qu’on perd par la
riviere.
dm D
—_— = ——m
dt Vv
C'est notre équation différentielle. (Pour obtenir la concentration, on divisera simplement
la masse obtenue avec cette équation par le volume du lac.)

(Notez que cette équation suppose que le polluant ajouté se mélange uniformément dans
le lac quasi instantanément.)

Exemple

Dans un grand lac ayant un volume de 1600 km3 (ce qui correspond a un lac de la taille du
lac Ontario) a initialement une concentration en polluant de ¢ = 50 mg/m3 (répartie
uniformément dans le lac). Il n’y a plus de source de pollution et le lac se vide par une
riviere qui a un débit de D = 7500 m3/s. Dans combien de temps le niveau de polluant
sera-t-il de 20 mg/m3 ?

Puisqu’il n’y a pas de source de pollution, on a F = 0. L'équation différentielle a
résoudre est donc

dm __D
dt %4
Puisque D et V sont des constantes, il s’agit d’une équation a variable séparable.
On a donc
di D
m \%
d D
m \%

In(m) :—§t+C1

In(m)-InC, =—§t
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m D

In| — |=——1¢

(czj 14

ﬁ:e_vl
C2

_D,

m=C,e "V

Ceci est la masse de polluant dans le lac. On obtient la concentration en divisant
par le volume du lac.

m_G v
vV v
c= C3e_7

On trouve la constante en utilisant le fait que la concentration est de 50 mg/m3 a
t=0.

b

502 =Cie V'
5025 =C,
L’équation est donc
_D,
c=50"%e "V
Trouvons maintenant quand la concentration sera de 20 mg/m3.
_Db,
20-5=50-%¢ "
_b,
0,4=¢ "V
D
In(0,4)=——¢
(0.4)=-7

14
t=——1In(0,4
pn(04)

Avec les valeurs de V et D, on arrive a

123
_L6x10%m n(0,4)
75002
=1,9547x10%s
=6,194ans
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Exemple

Le méme grand lac (méme volume et méme débit de riviere que dans I'exemple
précédent) ne contient pas de polluant au départ. Toutefois, il y a une usine qui ajoute
1 kilogramme de polluant par seconde. Quelle sera la concentration de polluant au bout

de 10 ans ?

L’équation est

dm D

_— —_—m

dt Vv
Ici, R est simplement une constante valant 1 kilogramme par seconde. La solution
de cette équation a variable séparable est

dm D(VR j
— T __m

d VvV \D
dm D
® m=;~dt
D
D
j dm ZJ-—-dt
VR m V

DM _ b
C2
VR -
—-m=C,e"
D
VR ‘
m=——-—C,e"
D

m_R_G 4

Vv DV
R )

c=—-Ce "
D

Comme la concentration était nulle au départ, on peut trouver la valeur de la
constante.
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0=£—C3€_€0
D
R
0=—-C,
D
R
C3 :5
Ainsi, la concentration est
_R_R b
D D
R _p,
c= 5(1 —e )

Dans 10 ans, la concentration sera de

_7500m° /s
__ Lex10%w?

1%

c=—-—"—
7500~

:3,15576x10° 5

=0,00010296-%
=102,962%

(Notez qu’au bout d’un temps trés long, la concentration se stabilise a
133,3 mg/m3.)

Exemple

Le méme grand lac (méme volume et méme débit de riviere que dans I'exemple
précédent) ne contient pas de polluant au départ. Cette fois, 'usine prend de I'expansion,
de sorte que la quantité de polluant rejeté augmente avec le temps. Si le rythme auquel

l"'usine rejette le polluant est donné parR=10’8’;—§'t, quelle sera la concentration de

polluant au bout de 10 ans ?

Dans ce cas, I’équation différentielle devient

d_m:m—“_f.t_g.m
* Vv

dt
Cette fois, on a une équation linéaire.

dm D 10k
dt 'V ;
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Le facteur intégrant est

Igdt Bz
eV =ev
L’équation devient alors
D D D
Ztdm D <t _ =t
eV E+—e" -m=10 Slz—f-t-e"
D D D

—t —t —t
eV dm+ve" -mdtle_gi—f-t-eV dt
b, b,
dle"m =10_8';—§-t-e" dt
Si on intégre de chaque c6té, on a

% =108 % %
Id(e mJ—lO . [t-eVar

2, V(Dt-v) 2
e’ m=10_8k—§¥e"t+q
’ D

v(Di-V) | -2

m=10"% +Ce "’

On obtient la concentration en divisant par le volume.

V(Dt-V -,
VD

Dt-V —
e +C,eV

-8 kg
075

—8 ki
c=10 Tf

Puisque la concentration est nulle au départ, on a

0-V 2o
0=10"% St Ge
o=—1o-8"§—<§'§+c2
sk V
C,=10 Sf—fﬁ
On adonc
D,
c=10—8§—§D;2V+10—8§—§§e v
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D
c:lzlo-“—f(ﬂ—ue v j
D SV

Au bout de 10 ans, la concentration est donc

C:MI 8k 75007‘%-3,15576)(108_9_1+€—%S,1557éx1oﬁ

2

(750022)*  * 1,6x10"s

=0,00020112%%
=201,12%

Des cas ou I’équation différentielle n’est pas donnée

Parfois, on ne donne pas I'équation différentielle de départ explicitement, mais on va
donner quelques informations qui permettent d’écrire cette équation. Ce n’est pas
toujours évident...

Voici quand méme quelques trucs pour pourraient vous aider a interpréter ces phrases.

1) On parle d’'une dérivée par rapport au temps quand un utilise les expressions
suivantes.
Taux (de variation, de croissance, de formation...)
Rythme (de croissance, de formation...)

2) Quand on dit que quelque chose est proportionnel a une autre, cela signifie qu’il
y a une constante de proportionnalité inconnue. Par exemple, si on dit que A et
proportionnel a B, cela signifie que

A=kB

Si on dit que A est inversement proportionnel a B, cela signifie que

3) Dans des applications géométriques, rappelez-vous que la pente d’une fonction
est dy/dx. En trouvant une formule donnant la pente, on peut donc trouver
I’équation de la fonction.

4) Dans des applications en cinématique, on a

. dx . dv
vitesse = — accélération = —
dt dt
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Exemple

Timmy aimerait bien aller patiner sur la surface d’'un lac. Toutefois, son papa veut
s’assurer que la glace est assez épaisse. Il a fallu 10 heures pour qu’il se forme une couche
de glace de 1 cm d’épaisseur. Dans combien de temps I'épaisseur de la glace sera-t-elle
de 10 cm si le rythme d’épaississement de la glace est inversement proportionnel a
I’épaisseur de la glace (autrement dit, I’épaisseur de la glace augmente deux fois moins
vite si la glace est deux fois plus épaisse) ?

Le rythme d’augmentation de I'épaisseur de la glace est

dh
dt
Si ce rythme est inversement proportionnel a I'épaisseur h, alors on a
dh k
dt h
ou k est une constante. On peut maintenant résoudre cette équation.

Il s’agit simplement d’'une équation a variable séparable. La solution est donc

dh _k
dt
hdh = kdt
jhdh:jkdt

2
h—zkt+C
2

Trouvons maintenant la constante d’intégration. On sait que |'épaisseur de la glace a
t =0 est nulle. On a donc

—=k-0+C
2
Cc=0
L’équation est donc
2
Ly
2

h=~2kt

On sait ensuite que I'épaisseur est de 1 cm au bout de 10 heures. Cette information
nous permettra de trouver la valeur de k.
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lem=+2k-10h

k =0,052

On a donc

h=42-0,05< ¢

h=4/0,12~ ¢

Si on veut que I'épaisseur soit de 10 cm, on a

10cm = /0,14
t =1000Ah

Exemple

2
-t

6. Les équations différentielles _

Lorsque les ressources et I'espace sont limités, le taux de croissance d’une population est
proportionnel a la taille de cette population et a I’écart entre cette population et une taille
limite L. On observe que la population d’une région est de 100 000 en 2000, de 200 000
en 2025 et de 300 000 en 2050. (Prenez I’'an 2000 pour ¢t =0.)

a) Quelle sera la population en 2100 ?
b) Quelle est la population limite ?

On dit que le taux de changement de la population est proportionnel a la population
NetaL - N, ou L est la population limite. L’équation différentielle est donc

N _
dt

C’est une équation a variables séparables.

dN

— _—kdr
N(L-N)
.[N(Ici—liN):.[kdt

kN (L-N)

%(lnN—ln(L—N)):kt+C

lln
L

Version 2025

N =kt+C
N



Luc Tremblay College Mérici

6. Les équations différentielles

Comme la population est de 1 au départ (on va travailler en centaines de milliers de

personnes pour alléger), on a

—In ! =k-0+C
lln ! =C
L-1
On a donc
lln N =kt+llnL
L L-N L —
l In N —In ! =kt
L L-N L-1
N(L-1
L (L—N)

On a alors deux informations. La population est de 2 a t = 25 et de 3 a r=50. On

obtient alors ces deux équations.

Si on multiplie la premiere équation par 2, on a

2(L-1
2, 2(L-1)

L (L-2)

—In

1 3(L-1)

L (L-3)

2(L—-1

1ln(—)=k-25

L (L-2)
3(L-1

lln ( )=k'50

L (L-3)

=k-50

k-50

Les deux cotés gauches des équations doivent donc étre identiques. On a donc

2ln

2(L—1)_11 3(L-1)
(L-2) L (L-3)
2(L-1) 2_1 3(L-1)
(L—Z)J (L-3)
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4(L-1) 3

(L—z)2 (L-3)
4(L-1)(L-3)=3(L-2)’
4(L-4L+3)=3(L -4L+4)
A7 —16L+12=317 —12L+12
417 —16L =3I —12L
4L-16=3L-12
L=4

La population maximale est donc de 400 000 personnes.

Trouvons maintenant la valeur de k. On a donc

4 (4=N)
lln SN =kt
4 (4-N)

Puisqu’on sait que la population est 2 a =25, 0n a

3.2
(4-2)
Llngzk
100 2

Lln3 =k
100

=k-25

lln

Ainsi, la formule qui fait le lien entre la population et le temps est

1 3N 1
—In =——1In3-¢
4 (4—N) 100
In 3N =iln3~t
(4-N) 25

Il ne reste qu’a trouver la population a t = 100.

3N =iln3-100
(4-N) 25
3N

(4-N)

In

In =4In3
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In———=In3*

3_N:81
(4-N)

3N =324-81IN
84N =324

N =3,85714

La population est donc de 385 714.

SERIE D’EXERCICES 9

1. Docteur Black a été assassiné dans la salle de bal avec un chandelier. Lorsque le
médecin légiste arrive sur les lieux du crime a 18h, la température interne du cadavre
est de 31 °C. Exactement une heure plus tard, le médecin reprend une mesure et la
température du corps est maintenant de 29 °C. En supposant que la température
interne du corps décroit selon la loi du refroidissement de Newton, que la piece était
a une température constante de 21 °C et que le Docteur Black n’était pas fiévreux
(son corps était donc a 37 °C avant sa mort), déterminez I’heure du déces.

2. Un objet a une température initiale de 60 °C. On le place dans une piéece dont la
température varie selon la formule

T, =20°C +10°C-e *

On place donc notre objet dans la piece a midi (qui est notre ¢ = 0). Supposons que la
valeur de k dans I'équation du refroidissement est de 0,2 #”'. Quelle sera la
température de 'objeta 18 h ?

3. Quelle serait la pression de I'atmosphere terrestre a une altitude de 5 km si on
suppose que la température diminue avec l'altitude selon la formule suivante ?

T =288K ¢ /%"

4. La décharge d’un lac ayant un volume de 40 x 10® m3 a un débit de 20 m3/s. Le lac
n’est pas pollué initialement, mais la fosse septique de M. Gagnon vient de se fissurer
et elle rejette des polluants. M. Gagnon s’en rend compte 3 jours plus tard, mais
pendant ces 3 jours, la fissure a grandi lentement de sorte que la quantité de

. . , 14 k .
contaminants rejetés fut donnée par R =10 14T§'t2' quelle sera la concentration de

polluant a la fin des 3 jours ?
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5. La vitesse d’un objet est donnée parv=x/2s. At=0s, on ax =100 m. Quelles sont
la vitesse et la positionat=5s"?

6. Bobby est en bateau. La masse combinée du bateau et de Bobby est de 500 kg. Si le
moteur exerce une force constante de 200 N et que la force de friction fait par I'eau
est de F =102y (ol v est la vitesse de bateau), trouvez la vitesse du bateau au

bout de 50 secondes, si la vitesse initiale du bateau est de 0 m/s.

7. Une courbe d’apprentissage permet de décrire la vitesse a laquelle s’acquiert une
technique. Un chef d’atelier estime qu’un nouvel employé va fabriquer 10 articles le
premier jour et en fabriquer de plus en plus au fur et a mesure de son apprentissage,
jusqu’a atteindre 40 articles fabriqués par jour. Selon une hypotheése, le taux de
variation de nombre d’articles fabriqués par jour (dN/dt) est proportionnel a M - N
(ou M est la quantité maximale que pourra produire I'employé). Sachant que Anthony
a fabriqué 15 articles au 11¢ jour d’apprentissage, a quelle journée d’apprentissage
va-t-il fabriquer 35 articles par jours ?

8. Lamolécule NHs est formée par la combinaison des substances H; et N2. On combine
6 g de Hy avec 28 g de N pour obtenir 34 g de NHs. Il s’agit d’'une réaction chimique
de second ordre, c’est-a-dire que le taux de formation de NHs est proportionnel au
produit des masses restantes de H; et de N». Initialement, il y a 120 g de Hy, 700 g de
N; et aucune molécule de NHs. Au bout de 5 minutes, il y a 200 g de NH3. Combieny
aura-t-il de NHs au bout de 20 minutes ?

9. Un certain matin, il commence a neiger et la neige tombe tout le reste de la journée
a un taux constant. Quand la neige a commencé a tomber, il n’y avait pas de neige au
sol. A midi, une souffleuse commence a ramasser la neige avec un taux constant
(chaque minute, elle ramasse la méme quantité de neige). A 13h, la souffleuse a
parcouru 2 km et & 14h, 1 km de plus. A quelle heure a-t-il commencé a neiger ?

10. Un bateau est a l'origine et un skieur nautique est au
point (a, 0). La corde qui relie le skieur au bateau a une
longueur a. At = 0, le bateau commence a se déplacer
dans la direction de I'axe de y. Quelle est I’équation de
la trajectoire que va suivre le skieur sur cette figure ?
(Cette trajectoire s’appelle une tractrix.)

www.chegg.com/homework-help/questions-and-answers/motorboat-starts-
origin-moves-direction-positive-x-axis-pulling-waterskier-along-curve-c-c-
23571999
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11. Les substances radioactives se désintégrent a un taux proportionnel au nombre
d’atomes restants. On va supposer qu’au départ, on a 10 g de radon dans une piéce.

a) Sionn’ajoute pas de nouveaux atomes de radon dans la piece, on constate qu’il
ne reste que 5 g de radon 3,8 jours plus tard. Combien de radon restera-t-il au
bout de 10 jours ?

b) Si on ajoute du radon a un rythme constant de 1 g par jour dans la piece,
combien de grammes de radon a-t-on au bout de 10 jours (la quantité initiale
est nulle) ?

c) Finalement, on ajoute du radon, mais cette fois, le radon provient de la
désintégration d’une autre substance radioactive. Cela fait en sorte que la

t

quantité de radon qui s’ajoute par jour est donnée par 5-£-e . Dans ce cas,

Jjour

combien de grammes de radon a-t-on au bout de 10 jours (la quantité initiale
est nulle) ?

12. Des études ont permis d’établir qu’un individu devrait consommer 50 calories par
jour pour chaque kilogramme de masse corporelle pour maintenir sa masse a un
niveau constant. (Ainsi, un individu de 70 kg devrait consommer 3500 calories pour
maintenir sa masse.) Un surplus ou déficit calorique provoque un changement de
masse a un taux proportionnel a la différence entre la quantité de calories
consommeée et la quantité requise pour maintenir une masse constante. Les études
ont montré que la constante de proportionnalité est de 0,00013 kg/calorie.

a) Huguette a initialement une masse de 70 kg et décide de toujours consommer
5000 calories par jour a partir d’aujourd’hui. Quelle sera sa masse dans
30 jours?

b) Huguette a initialement une masse de 70 kg et décide de toujours consommer
2000 calories par jour a partir d’aujourd’hui. Quelle sera sa masse dans
45 jours ?

13. Richard a une masse de 100 kg est a 400 000 km du centre de la Terre. |l tombe vers
la Terre avec une vitesse initiale nulle. Combien faudra-t-il de temps pour que Richard
atteigne la surface de la Terre (en heures) ? (Pour ce probléeme, on va faire comme
s’il n’y avait pas d’atmosphére.) Suggestion : cherchez la vitesse avec la conservation
de I'énergie mécanique. (La masse de la Terre est de 6 x 10%* kg et le rayon de la Terre
est de 6380 km.)

‘IH.\ "/ .
e \
5 N\ 4
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Les familles de courbes

6. Les équations différentielles

Quand on a une fonction dans laquelle il y a une constante C, I'’équation représente en
fait plusieurs courbes. Cela signifie que ce qu’on obtient avec une telle équation est une

famille de courbes.

Par exemple, voici quelques courbes de la famille donnée
par I'équation x + y + C = 0. (Ce sont les courbes pour
lesquelles C =-10, -8, -6, -4, -2, 0, 2, 4, 6, 8, 10.)

Voici quelques courbes de la famille donnée par
I’équation x2 + y2 — C? = 0. (Ce sont les courbes pour

lesquelles C=0,5,1,1,5,2,2,5,3.)

N

Quand on fait la solution d’une équation différentielle d’ordre 1, la solution générale est

justement une famille de courbe puisqu’il y
a une constante dans la solution générale.
En fait, chaque famille de courbe est
associée a une équation différentielle. Par
exemple, examinons la famille de courbes
donnée par y = Cx? (figure de droite). (Ce
sont les courbes pour lesquelles
C=-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6.)

Si on fait la dérivée de la fonction, on a
y =2Cx

On isole alors C dans I'équation de départ
(pour obtenir C = y/x?) et on utilise cette
valeur pour le C dans la dérivée. On a alors

Version 2025

21

L.
2%}

24




Luc Tremblay College Mérici 6. Les équations différentielles

C’est I’équation différentielle associée a cette famille de courbe.

On aurait pu aussi isoler C dés le départ, puis faire la différentielle. On aurait alors obtenu

y
c=2
xZ
aC . aC
dC="=ax+°=4
ox dy Y
0="2 g+ Lay
X X

On a alors I'équation différentielle suivante.

C’est le méme résultat que celui obtenu précédemment.

Famille de courbes orthogonales

Parfois, on a besoin de I'équation de la famille de courbes qui sont toujours
perpendiculaires aux courbes d’une autre famille. Voici 4 exemples de courbes d’une
famille (en bleu) qui sont toujours perpendiculaires aux courbes d’une autre famille (en

rouge).
Yy Y
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www.chegg.com/homework-help/questions-and-answers/find-orthogonal-trajectories-family-curves-use-c-needed-constant-y-2-7kx-3-use-graphing-de-q7722087
(Evidemment, vous pensez aux lignes de champ électrique et aux lignes équipotentielles

gui sont toujours mutuellement perpendiculaires.)

Quand 2 familles sont toujours mutuellement perpendiculaires, on dit que ce sont des
familles orthogonales. On dit aussi que les courbes de la deuxieme famille sont les
trajectoires orthogonales de celles de la premiére famille.

Mais comment peut-on trouver I'équation d’une famille de courbes orthogonales a une
autre famille de courbes ?

En fait, il y a une fagon simple. Si une courbe a une pente de m, alors la courbe qui est
perpendiculaire doit avoir une pente de -1/m. Puisque la pente est égale a la dérivée, on
arrive a la conclusion suivante.

Trajectoires orthogonales

Si la pente d’une famille de courbe est donnée par

y'=f(xy)

Alors la pente des trajectoires orthogonales est
;o

f(x.y)

Exemple

Trouvez I'équation des trajectoires orthogonales de la famille de courbes donnée par
y=Cx2

On sait que cette famille de courbe est associée a I’équation différentielle
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Cela signifie que I'’équation différentielle des trajectoires orthogonales est

g——
Y=

Il ne reste qu’a résoudre cette équation a variables séparables.

ﬂ_—x

dx 2y

Cette équation représente une série
d’ellipses. Voici les deux familles de courbes.
En rouge, on a la famille de départ et en bleu
on a les trajectoires orthogonales.

On peut voir que les deux familles de courbes
se rencontrent toujours a 90°.

Exemple

Trouvez I’équation des trajectoires orthogonales
de la famille de courbes donnée par I'’équation
suivante.

xz+(y—C)2:C2

Cette famille représente une série de cercles
ayant leur centre sur I'axe des y et qui passent
toujours par I'origine.
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Cette fois, on ne connait pas I'équation différentielle associée a cette famille de
courbe. On va donc isoler C dans cette équation.

C+(y-C) =C
X +y =2yC+C*=C?
X +y*=2yC=0
X +y°
2y

C=

En faisant la différentielle de chaque c6té de cette équation, on a

2 2 2 2
o P
Yy Y
dC = dx + d
ox dy Y
2y-2y—2(x*+y?
Ozgdx+ (2 )
2y (2y)
X y —x
0=—dx+ dy
y 2y
& _ 2
dx y' —x°

Cela signifie que I’équation différentielle des trajectoires orthogonales est

, yz —
2xy

Il ne reste qu’a résoudre cette équation
(x2 - yz)dx+(2xy)dy =0
qui est une équation homogene. Pour résoudre, on doit poser que y = ux. On a alors
(x* —u’x*) dx +(22xux) (udx + xdu) = 0
(x* —u?x* +2u”x ) dx +(2x°u) du = 0
x (1+u2)dx+(2x3u)du =0
(1+u2)dx+(2xu)du =0

On a alors une équation a variables séparables

Version 2025



Luc Tremblay College Mérici 6. Les équations différentielles _

—ldx: 2u2du
X 1+u
1 2u
—|—dx= du
J.x J’1+uz

—In|x|=In(1+u*)+¢,
On peut écrire cette solution sous la forme suivante.
—1n|x|=ln(1+uz)+lnc2

I zln(cz-(1+u2))

In|—
X

izcz-(l+u2)

Ici, le changement de signe que pourrait faire la valeur absolue est absorbé dans la
constante. On peut continuer ensuite en défaisant le changement de variable.

2
l=c2 (1+y—2j
x x

2
x=c,x [1+y—2j

x

x:cz(x2+y2)

2 2
CX=x"+y

Cette équation représente une série de
cercle centré sur I'axe des x et passant par
I'origine. Voici les deux familles de courbes.
Enrouge, on alafamille de départ et en bleu
on a les trajectoires orthogonales.

On peut voir que les deux familles de
courbes se rencontrent toujours a 90°.
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SERIE D’EXERCICES 10

Trouvez I'équation des trajectoires orthogonales a ces familles de fonctions

1
1. y=—5x2+C

2. 2+22=C
3. y=Ce"

4, vy —-x*=C
5. xX’+y'=C

7. Les lignes équipotentielles d’un dipole électrique (une charge positive a (1,0) et une
charge négative a (-1.0)) forment une famille de courbes donnée par

(x+C) +y*=C"-1

Sachant que les lignes de champ sont orthogonales aux lignes équipotentielles,
montrez que les lignes de champ forment la famille

Ca(y—c) =1+¢?

(Ce sont des cercles qui passent toujours par (-1,0) et (1,0).)

4. Les équations d’ordre 1 et de degré supérieur a 1
On va maintenant examiner des équations contenant seulement des dérivées premieres,

mais qui peuvent avoir des exposants. L’équation suivante est un exemple de ce genre
d’équation.

(') +5xy"+In(x)=0

Pour résoudre, on doit souvent tenter d’isoler y’ pour obtenir une équation de degré 1.

Les équations résolubles en y’

Dans ce genre d’équations, I’équation
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n

() +B() +B () +. P (Y)+E, =0

peut étre factorisée pour obtenir
(V=H)O=L) =) (= f)=0

Dans ce cas, on a alors

(¥'=£)=0
(y’—f2)=0
(y’_fs):()
(v~ 1)=0

On fait alors la solution de chacune de ces équations. Chacune de ces solutions est une
solution de I'’équation différentielle.

Vous pouvez aussi écrire la solution en une seule équation. Si la solution de chacune de
ces équations était les fonctions suivantes.

F,=0,F=0,F,=0,.,F =0
Alors on peut écrire la solution sous la forme suivante (mais ce n’est pas obligatoire).
FExXF,xF,x..xF, =0

Exemple

Quelle est la solution générale de I'’équation suivante ?
xy((y')z +1) = (x2 + yz) y

Pour résoudre, on doit tenter de factoriser cette équation.

xy(y')2+xy—(x2+y2)y'=0

2 2
(y,)2+1_(x +y jy/:()

Xy
(y’)z—(§+§jy’+1=o
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Voila, c’est fait. Il ne reste qu’a résoudre les deux équations différentielles suivantes.

y’_lzo y’_f:()
X y

Ce sont deux équations a variables séparables. La premiere équation donne

y=2=0
X
y X

ln|y|=ln|x|+C3
1n|y|=1n|x|+lnC4

ln|y| =1nC4|x|
y=C,x
La deuxiéme équation donne
Y===0
y
vdy = xdx
2 2
RN C
2 2
v =x*+C,

Les solutions sont donc
yV=x"+C et y=Cx
On pourrait aussi écrire la solution sous la forme suivante.

(yz—xz—C)(y—Cx)zo

La factorisation

Vous vous dites peut-étre que vous n’auriez peut-étre pas deviné les deux facteurs du
polyndbme de degré 2. Si vous ne les voyez pas, vous pouvez utiliser la formule pour
résoudre les équations quadratiques suivantes

—bt~Nb* —4ac

2a

pour les obtenir. Voyons ce qu’on aurait obtenu dans cet exemple. On avait
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2 2
(y/)2_(x +y jy,+120

Xy

La formule des racines donne alors

(xz_l_yzj_i_ (X2+y2J2_4
, Xy Xy

y o 2
2 2 4 2.2 4
:l X +y ix+2xy+y_4
2 Xy x2y2
1 X +y? + )c4+2)c2yz+y4_4x2y2
) Xy - x2y2 x2y2
:l x2+y2 . A 2x2y2+y4
2 Xy - x2y2
2, 2 2 2)?
y,:l (x +y ji (x —yj
2|10 xy xy

La premiére racine est

La deuxieme racine est

On aurait donc pu connaitre les deux facteurs ainsi.
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Toutefois, on voit que cette méthode est un peu fastidieuse avec sa racine carrée. Parfois,
on peut trouver plus facilement ces racines en remarquant que

(¥=£)(y'=1£)=0
donne
(y,)z_(fl"'fz)y,"'ﬁfz =0

On voit que le deuxieme terme est formé de f, + f, . Ainsi, trés souvent, on voit les deux

racines additionnées dans ce terme. Reprenons notre exemple pour illustrer le tout. On
avait

xy((y')2 +1) = (x2 + y2) y
Cette équation est en fait
(7 +y7) ¥
Xy

(y')2+1=(£+ljy’

y X

(y’)z—(f#jy’ﬂ:o

y X

Sous cette forme, on voit trés bien les deux racines additionnées dans le deuxiéme terme.
Les facteurs sont donc

et

< | =
= <

Attention : les deux termes additionnés ne sont pas nécessairement les deux racines. Pour
gu’ils le soient, il faut que le troisieme terme soit égal a la multiplication des deux
éléments additionnés. Ici c’est bon puisque

XYy
y X

est effectivement notre troisieme terme.

N’oubliez pas aussi qu’il y a un signe négatif devant le 2° terme. Cela signifie que les
racines seraient négatives si on avait un signe positif. Par exemple, si on avait

(y')2+[£+ljy'+1:0
y X
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les deux racines seraient

X

y X

(Notez que la multiplication de ces 2 éléments nous donne le 3¢ terme de |’équation
différentielle, comme on doit avoir.)

Les constantes d’intégration

Pour les deux solutions, on utilise la méme constante.
2 2
y=x"+C et y=Cx

En fait, on pourrait montrer qu’on couvre exactement la méme famille de courbe en
utilisant la méme constante ou en utilisant des constantes différentes pour chacune des
solutions.

Exemple

Quelle est la solution générale de I’équation suivante ?

(¥')" =(2sin(x)+cos(x))y +sin(2x) =0

La forme de cette équation suggére fortement que les deux racines sont
2sinx et cosx

Pour que ce soit les facteurs de I'équation, il faut que la multiplication de ces deux
termes nous donne le 3¢ terme. On dirait que ce n’est pas le cas, mais ce |'est puisque

2sin(x)cos(x) =sin(2x)
Avec ces racines, la factorisation donne
(y'=2sinx)(y —cosx)=0
La premiere équation donne

y’ =2sinx

dy
dx
dy = 2sin xdx

=2sin x

y=—-2cosx+C
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La deuxieme équation donne
y =cosx
dy

dx

dy = cos xdx

=COsSXx

y=sinx+C
La solution peut donc s’écrire sous la forme suivante.

(y+2cosx—C)(y—sinx—C)=0

Les solutions singuliéres

Sachez qu’avec les équations de degré supérieur a 1, on voit apparaitre certaines solutions
qui ne font pas partie de la solution générale. Prenons un exemple pour illustrer.
Supposons qu’on ait I'équation différentielle suivante.

-
dx y?

C’est une équation qu’on peut facilement factoriser pour obtenir 2 équations a variables
séparables (qu’on peut écrire en une seule avec un z.). La solution est

ijﬁdyzjdx
+1-y? =x+C

(x+C)’ +y* =1

Cette solution est représentée par une famille qui est une série de cercles de rayon 1 se
situant le long de I'axe des x.

COOOE

Version 2025




Luc Tremblay College Mérici 6. Les équations différentielles _

Toutefois, il y a 2 autres solutions. Si y = 1, on a dy/dx = 0. Avec ces valeurs, on respecte
I’équation différentielle. Si y = -1, on a dy/dx = 0. Avec ces valeurs, on respecte aussi
I’équation différentielle. Ainsi, ces deux lignes en pointillés sont aussi des solutions de
I’équation différentielle.

Ces deux lignes sont les enveloppes de la famille de solutions. Généralement, ces
enveloppes sont aussi des solutions de I’équation différentielle. Ces solutions, qui ne sont

. . ;s 2 , .
pas incluses dans la solution générale (x+C) +y” =1, sont appelées des solutions

singuliéres de I'équation différentielle.

Par exemple, si la solution d’une équation générale d’une équation différentielle donne
la famille de courbe suivante.

R
Sl o

AR

e
\
/z
'S

Alors, I’enveloppe, qui est un cercle ici, est une solution singuliere.

LT
SN

SR

o
\
.
S
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Tres souvent, on découvre ces solutions singulieres en examinant bien toute la solution
de I'’équation pour trouver les fois ou on a fait une division. Comme le diviseur ne peut
pas étre 0, la restriction nous donne souvent I’équation de la solution singuliére.

Dans notre exemple, la solution était

ij—\/li)Tdyzjdx
Y,

(x+C) +y* =1

On remarque que nous avons divisé par y/I—y> & un certain moment. C’est pourquoi il

faut alors examiner ce qui arrive siy = 1 et y = -1 ne pourrait pas aussi étre des solutions
de I’équation.

Les équations résolubles en y

Si on peut isoler y dans I’équation, on peut ramener I'équation a une équation du premier
ordre. Dans ce cas, on a

y=f(xY)

Pour éviter toute sorte de confusion, on va utiliser la notation suivante : y= p.On a donc

y=f(xp)
Si on fait la dérivée de cette équation, on a
dy _of o dp
dx Ox OJpdx
Mais puisque dy/dx = p, on a
_S L S dp
ox Odp dx

Or, cette équation est une équation de degré 1 et ordre 1 pour p. On peut alors résoudre
cette équation pour trouver p. Une fois qu’on aura cette valeur de p, on va la remplacer
dans I'équation
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y=f(xp)

Pour obtenir la solution.

Exemple
Quelle est la solution générale de I’équation suivante ?
"2
x(y ) —-y+1=0
On peut isoler y dans cette équation. On a alors
xp’—y+1=0
y= xp2 +1
Faisons la dérivée de cette équation.

dy 8(xp2+l)ﬂ+ 8(xp2+1)d_p
dx  ox  dx op  dx

dy _ dp
—=p +2px—
dx P P dx
p=p*+2px
dx
dp
1=p+2x—
P dx
On peut alors résoudre cette équation
dp
I-p=2x—
P dx
dx_ _dp
2x 1-p

1
—Eln|x|=ln|1—p|+C1

—%ln|x|=ln|l—p|+lnC2

lnﬁ:ln(Cz (1-p))
(1

—=C, _p)
[
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p=1+ G
[

Si on remplace dans notre équation
_ 2
y=xp~ +1

ona

C

y=x|1+—| +1

[+

C'est la solution de notre équation.

(Notez qu’on a divisé par 1 - p a un certain moment et par p un peu plus loin dans la
solution. Il faudrait donc examiner ce qui se produit si p = 0 et p = 1. Dans les deux
cas, on satisfait I'équation avec y =1 et y = x + 1. Toutefois, cette deuxieéme solution
est déja incluse dans la solution générale quand C = 0. La seule solution singuliére est
doncy=1.)

La solution est vraiment simple si on a la forme suivante (appelée I'équation de Clairaut).

y=xp+f(p)

Dans ce cas

dy 9w+ f(p))dax (w+/(r))dp

dx ox dx op dx
T AT
dx op ) dx
_ I \dp
P= p+(x+ apj dx
(x+aijd—p=0
dp ) dx

Chacun des termes multipliés peut alors étre égal a 0. En fait, la solution générale
s’obtient en égalant le deuxieme terme a 0 (puisque c’est ce terme qui contient la dérivée
et quiinclura la constante d’intégration). (En égalant le premier terme a 0, on obtient une
solution singuliere.)

On a alors
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et la solution est

Exemple
Quelle est la solution générale de I’équation suivante ?
N3 ’
(¥) —x'+y=0
On peut isoler y dans cette équation. On a alors

p—xp+y=0
y=ap-p’

C’est la forme de I'’équation de Clairaut. On sait alors que p = C et on obtient

y=xC-C’

Les équations résolubles en x

Sion peut isoler x dans I’équation, on peut ramener I’équation a une équation du premier
ordre. Dans ce cas, on a

x=f(y.p)

Pour résoudre, on va encore faire la dérivée de chaque c6té et utilisé le fait que

1
dy p
Exemple

Quelle est la solution générale de I'’équation suivante ?
y+logy =xy
On peut isoler x dans cette équation. On a alors
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y+log p=xp
+1
Y= yrlogp
p
p p

Si on fait la dérivée de chaque c6té, on a

a(ulogpj a(ulogpj
dx__\p p Q+ p__p )dp

dy dy dy op dy

+( k’ﬂJrLjd_P

ax _ _J

p> po pldy
y 1
- —

dx l
dy p
1:1+(_ _logp, jd_p
P P D D p-)dy
[_1_10#+L]d_1?:0

p> p°  pPldy

Chacun de ces termes peut étre égal a 0. Celui qui contient la dérivée donnera la
solution générale (puisque c’est ce terme qui contiendra la constante d’intégration).

On a donc
dp _,
dy
p=C

(Cette solution n’est pas tellement étonnante, puisque cette équation est aussi une
équation de Clairaut.)

En utilisant cette valeur dans I'’équation de départ, on a

y+logC=Cx

Ici, on est arrivé facilement a une solution parce que les termes 1/p se sont annulés.
Quand ils ne s’annulent pas, la solution de I'équation différentielle n’est pas
nécessairement facile a faire.
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SERIE D’EXERCICES 11

Trouvez la solution des équations différentielles suivantes.
"2 ’ ’
1. (y) —xy =2yy +2xy=0
N2 ’ x x X
2. x(y) +y (—xe +x+y)—xe —ye' =0
N2 ’
3. y()) +y(x—xy)-x*=0

4. xz(y')z—y'(y+x3)+xy20

, 1
8. y=x())+ —
(»)
9 x:l,+y
y

5. Les équations d’ordre 2 et de degré 1

Dans les équations d’ordre 2, on retrouve des dérivées secondes y". Encore une fois, la
technique pour résoudre dépend de la forme de I'équation.

Equations dans lesquelles y et y’ sont absents

Dans ce cas, on a une équation de la forme suivante.
”
y'=f(x)

Rien de plus facile pour résoudre : on integre deux fois...
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Exemple

6. Les équations différentielles

Quelle est la solution générale de I'’équation suivante ?

On a alors

vy’ =6x

y'=3x"+C,
y=x'+Cx+C,

On remarque qu’il y a maintenant 2 constantes d’intégration. C’'est ce qui arrive avec les
équations d’ordre 2 puisqu’il y a deux intégrations a faire pour résoudre.

Equations dans lesquelles x et y’ sont absents

Dans ce cas, on a une équation de la forme suivante.

Si on utilise encorep =y, on a

L’équation devient donc

Y =1(y)
_dp
dx
_dpdy
dy dx
dp
d
L o=r(y)
dy

On peut alors résoudre cette équation pour obtenir p. Une fois qu’on a p, on a une
équation de premier ordre, qu’on peut résoudre.

Exemple

Quelle est la solution particuliere de I’équation suivantesiy=1ety'=0 quand x =0.
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» 4, . . .
Sip=y',onay :d_pp et I’équation devient
y
dp 1
dy  y

Maintenant le truc qu’il ne faut surtout pas oublier : on multiplie par dy de chaque
coté. On a alors

1
pdp =—dy
y
On peut alors intégrer pour obtenir

fpdp=j%dy

2
-1
p—:—2+C1
2 2y
On peut trouver la valeur de la constante puisqu’on sait que p =0 quandy=1.0na
donc
0> -1
—=——+C
2 212
6 -1
2
On adonc
pr_-1.1
2 2y 2
p’ :_—21+1
y
1
p:i 1—?
Puisque p = dy/dx, on a alors
gL
dx y?
La solution est
D _ gy
=
y
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ydy =xdx

VY-l
\/yz—l =*tx+C,

On peut trouver la valeur de la constante puisqu’on sait que y =1 quand x=0.On a

donc
VIP-1=140+C,

C,=0

La solution est donc

Jﬁ:ix

y2—1=x2

y2=x2+1

Cette solution est une hyperbole.

Notez que la deuxieme intégrale n’est pas toujours facile puisqu’il faut faire une racine
pour isoler p.

Equations dans lesquelles y est absent

Dans ce cas, on a une équation de la forme suivante.

Y'=f(xY)
Si on utilise encore que p =y, on a
dp
=f(x.p)
dx

C’est une équation de premier ordre en p, qu’on peut résoudre pour obtenir p. Une fois
gu’on connait p, on a une autre équation de premier ordre qu’on peut résoudre.

Exemple
Quelle est la solution générale de I'’équation suivante ?
xy”+2y =12x

Sip=y’,ona
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xd—p+ 2p=12x"
dx

On a alors
dp

2
—+—p=12x
dx xp

qui est une équation linéaire. Le facteur intégrant est

o o L2
:elnxz
= x2
On peut donc écrire
x’ dap +2xp =12x°
dx

x*dp + 2xpdx =12x’dx
d (xzp) =12x’dx

On peut alors intégrer pour obtenir
x’p=3x"+C
On arrive alors a
C
p=3x’ +—
X

ﬂ=3x2 +%1
dx x
y=x —%+C2

C'est la solution de notre équation différentielle

Equations dans lesquelles x est absent

Dans ce cas, on a une équation de la forme suivante.

Y'=f(y.Y)
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Si on utilise encore que p = y', et on a encore

»_dp
y _dyp
L’équation est alors
d ,
L p=f(y.y)
dy
d,
L p=f(y.p)
dy

6. Les équations différentielles

On a une équation de premier ordre, qu’on peut résoudre. On obtient alors une équation
pour p qui est aussi une équation de premier ordre, qu’on peut ensuite résoudre.

Exemple

Quelle est la solution particuliere de I’équation suivantesiy=0ety'=1 quand x = 0.

y +e’ (y')3 =0

» 4, . . .
Sip=y',onay :d_pp et I’équation devient
y

d,

dy
d—p+eyp2 =0
dy

3:()

On peut alors résoudre cette équation pour obtenir

Puisquey=0ety'=1quandx=0,0ona

1=e°+C1
1

C =0
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On aalors
1,
p
Puisque p = dy/dx, on a alors
dy
La solution est
dx =edy
x=e"+C,
Puisquey=0ety'=1quandx=0,0ona
0=¢"+C,
C,=-1
La solution de notre équation est donc
x=e" -1
y=In(x+1)

SERIE D’EXERCICES 12

Trouvez la solution des équations différentielles suivantes.

1.

y =12

Yy =24x>+12x+6
y” =sinh x

Y +9y=0

y'=9y=0

Version 2025

6. Les équations différentielles _



Luc Tremblay College Mérici 6. Les équations différentielles

7. Y =sec’ytany si y'=1ety=mn/4 quandx=3
8. xy'-2y =x’sinx

9. xy—-y=1

10. y”—(1+ljy'=x
x

11. xy"—y =8x’

12. 1+(y') +yy"=0si y'=0 ety=2 quand x =2
13. y'+yy'=0si y=—lety=1quandx=1

14. yy":Z(y')2 si y=8 ety=2quandx =1

15. Zyy”— ( y')2 = 4y2

Les équations linéaires a coefficient constant.

Une équation linéaire est une équation de la forme suivante.
Y +P(x)y+0(x)y=R(x)
Sila fonction R(x) n’est pas nulle, on a une équation linéaire non homogeéene. Par exemple,

I’équation suivante est une équation linéaire non homogene.

¥ +3xy +sin(x)y=¢"
Sila fonction R(x) est nulle, on a une équation linéaire homogéne. Par exemple, I’équation
suivante est une équation linéaire homogene.

, 2x . 6 ~0
Y 1—x2y l—xzy

On a une équation linéaire a coefficients constants si les fonctions P(x) et Q(x) sont des
constantes. Par exemple, les équations suivantes sont des équations linéaires a
coefficients constants.

Y43y +2y=¢"
2y =2y +4y=0
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La premiére est une équation linéaire a coefficients constants non homogéne alors que la
deuxieme est une équation linéaire a coefficients constants homogene.

On va commencer avec les équations linéaires a coefficients constants homogénes.

Les équations linéaires a coefficients constants homogeéenes.

Dans ce cas, nous avons une équation de la forme suivante.
ay”+by’ +cy=0

Nous avons alors une équation dans laquelle x est absent. Pour résoudre, on pourrait
poser que p = y' et résoudre. Cette méthode s’avere toutefois assez fastidieuse et le
résultat est somme toute assez simple. Pour résoudre, on va plutét faire le changement
de variables suivant.

y=ue
(On va choisir la valeur de A plus tard.) On a alors

v =u'e™ +ule™

v =u"e™ +2u'Ae™ +ui’e™
En remplagant dans I’équation, on a

ay”+by +cy=0
au’e™ +2au’ 1e™ + aul’e™ +b(u'e“ +ule™ ) +cue™ =0
e (au”+(261/1+b)u'+(aﬂ,2 +b/l+c)u) =0
On va maintenant faire notre choix pour 4. On va le choisir de telle sorte que

al> +bAl+c=0

On a alors deux valeurs possibles pour A.

ﬂlz—b+\/b2—4ac ot %:—b—\/b2—4ac

2a 2a

Ici, on va prendre la premiére valeur. Notre équation différentielle devient donc

™ (au”+(2a4 +b)u’)=0
au”+(2al, +b)u’ =0

Notez qu’alors
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—b+~b* —4ac

2aA +b=2a +b
2a

=—b+b’ —4ac +b
=b* —4ac

et que

a(ﬂi_%):a[—b+\/§a—4ac _—b—\/é?a—4acJ

b —dae

On peut donc écrire I'équation sous la forme suivante.

au”+a(A —4,)u

Ay =

On peut maintenant intégrer une premiére fois pour arriver a
+(A-A)u=A

On obtient alors une équation linéaire d’ordre 1. Le facteur intégrant est

—2)dx )«
eWﬂ R _ (A=)
On peut maintenant faire la solution

A 4 (A - /12) (e, _ g )
)

La solution est donc
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y=Ce™ +C e et
y= CleM + Cze%x

Pour trouver la solution de I’équation différentielle, il suffit donc de trouver les valeurs de

A, et A,, qui sont les solutions de I'équation aA® +bA+c=0. Cette équation s’appelle
I’équation caractéristique de I’équation différentielle linéaire a coefficient constant. Cette
équation est relativement facile a obtenir. On remplace y” par A* et on remplace y' par4d
dans I’équation différentielle pour obtenir I'équation caractéristique.

Il'y a alors 3 possibilités.

1) L’équation caractéristique a deux solutions réelles.

Dans ce cas, la solution de I'équation différentielle est simplement celle trouvée
précédemment. On a donc

Solution d’une équation linéaire homogéne d’ordre 2
ay’+by +cy=0

Alors la solution est

y=Ce" +Ce™

si les valeurs de A données par aA® +bA+c =0 sont réelles.

Exemple
Quelle est la solution générale de I'’équation suivante ?
Y4y =-2y=0

Avec cette équation, I’équation caractéristique est alors 4> + A—2 =0. Les deux
solutions de cette équation sont

JoolEVi-—42

2
ESENC)
==
=let -2

La solution est donc y=C,e* +C,e>".
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2) L’équation caractéristique a deux solutions complexes

On pourrait obtenir une racine d’'un nombre négatif quand on cherche les racines de
I’équation caractéristique. Cela signifie que les deux valeurs de Asont des nombres
complexes A, =a+ fi et 4, =a— Bi.Pasde panique, la solution obtenue précédemment

devient
y= C]g(om—ﬁi)x + Cze(a—,b‘i)x

Avec ce qu’on sait des nombres complexes, on peut alors écrire

Co“h i, e(a—/ﬁ)x

e (C e +C,e” )

e (C, (cos Bx+isin fx)+C, (cos fx—isin Bx))
e ((C, +C,)cos Bx+(C,i—C,i)sin fx)

y

En redéfinissant les constantes, on arrive a
y =€ (C, cos fx+C,sin fx)

C'est la solution de I'équation différentielle. La partie réelle du nombre complexe se
retrouve dans lI'exponentielle et la partie complexe se retrouve dans les fonctions
trigonométriques.

Solution d’une équation linéaire homogéne d’ordre 2
ay”+by’ +cy=0
Alors la solution est

y =€ (C, cos fx+C,sin fx)

siles valeurs de Adonnées par aA’> +bA+c =0 sont les nombres complexes

A=a+pfiet L =a-pi.
Notez qu’on pourrait aussi écrire cette solution sous la forme suivante.
y=Ae™ cos(fx+¢)

ou ¢ est une constante d’intégration. C'est équivalent puisqu’en utilisant
cos(A+ B)=cos Acos B—sin Asin B , on arrive a

y=Ae™ cos(fx+9)
= Ae™ (cos Bxcos ¢—sin Sxsin @)
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=™ ((Acos @) cos fx+(—Asin ¢)sin Bx)
En redéfinissant les constantes, on arrive a
y =€ (C, cos fx+C,sin fx)
On aurait pu aussi écrire la solution sous la forme suivante.
y=Ae” sin(fx+9)
C’est équivalent puisqu’en utilisant sin(A+ B) = cos Asin B+sin Acos B, on arrive a

y=Ae™sin(fx+9)
= Ae™ (cos fxsin @ +sin fxcos )

=™ ((Asin ¢)cos Bx+(Acos¢)sin Bx)
En redéfinissant les constantes, on arrive a

y=¢e"(C, cos fx+C,sin fx)

Exemple

Quelle est la solution générale de I'’équation suivante ?

y'+4y +13y=0
Avec cette équation, I’équation caractéristique est alors

A +41+13=0

Les deux solutions de cette équation sont

_ —4+16-4-13
2
_ —4%4/-36

2
=-2+4+3iet —2-3i

A

La solution est donc

y=e""(C, cos3x+C,sin3x)

Version 2025



Luc Tremblay College Mérici 6. Les équations différentielles

3) L’équation caractéristique n’a qu’une seule solution.

Cela se produit si vVb> —4ac = 0. Dans ce cas, les deux valeurs de A sont identiques et on
a

A=2=0

Revenons alors a notre solution de I’équation pour voir ce qu’on obtient dans ce cas. A
un certain moment, on avait

W +(A4-4)u'=0

Si 4 —A4,=0,alorsona

u' =0
On obtient alors u en intégrant 2 fois.
u'=C,
u=Cx+C,
La solution de I’équation est donc
y= ue™

y:(C1x+C2)eﬁx
On a donc

Solution d’une équation linéaire homogéne d’ordre 2
ay’+by +cy=0
Alors la solution est

y=(Cx+C,)e*

il n’y a qu’une seule solution a I’équation aA’> +bA+c=0.

Exemple

Quelle est la solution générale de I’équation suivante ?

y' =2y +y=0

Avec cette équation, I’équation caractéristique est alors
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A =22+1=0

Les deux solutions de cette équation sont

La solution est donc

y=Cxe" +C,e"

Voici un exemple qui pourrait étre n’'importe lequel des trois cas vus précédemment.

Exemple

Quelle est la solution particuliere de I’équation suivante si y(0) = 3 et y'(0) = 2.

8y +6y +y=0

Avec cette équation, I’équation caractéristique est alors
A +64+1=0

Les deux solutions de cette équation sont

_—6+/36-4-8

2.8
6444
16

— 1ot 1
- 4et 2

La solution générale est donc

_ —x/2 —x/4
y=Ce " +Ce

Trouvons maintenant la solution particuliere. On sait premierement que y(0) = 3. On

a donc
3=Ce’ +C,e’
3=C +C,

On sait ensuite que y'(0) = 2. La dérivée est
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Avec les valeurs, on obtient

On a donc les deux équations suivantes

3=C,+C,
8=-2C, -C,

En additionnant les équations, on a

3+8=(C,+C,)+(-2C,-C,)

11=-C,
On trouve alors que la valeur de C, est de 14 (puisque C; + C, = 3). La solution est
donc
y=—11e™"* +14¢™"*
SERIE D’EXERCICES 13

Trouvez la solution des équations différentielles suivantes.

1. y-y=0

2. V-6 +9y=0

3. y=-2y'+5y=0

4. y+4y=0

5. 8y"+2y'—y=0

6. y+6y +25y=0

7. Y +4y'+5=0si y=2ety=1quandx=0
8. Y-y =0siy=-lety=1quandx=0
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Les équations linéaires a coefficients constants non homogénes.

Nous avons alors I'équation
ay”+by +cy=f(x)
Dans ce cas, la solution a la forme suivante.
Solution d’une équation linéaire non homogéne d’ordre 2
ay”+by’ +cy = f(x)

Alors la solution est
Y=Y, TV

ou y, estla solution de I'équation homogene ety , est une solution particuliere
qui dépend de la forme de f(x).

L'idée que la somme de deux solutions est aussi une solution porte le nom de principe de
superposition. Cela vous rappelle peut-étre un principe utilisé avec les ondes.

Attention, le principe de superposition est uniqguement vrai pour des équations linéaires.
Pour une équation non linéaire, la somme de deux solutions n’est pas nécessairement
une solution de I'équation. Le principe de superposition s’applique aux ondes parce
gu’elles sont justement décrites par une équation linéaire.

A force de résoudre ce genre d’équation, on a fini par se rendre compte de certaines
régularités : selon la forme de f(x), la forme y , est déterminee.

Forme que doit prendrey . selon la forme de f(x).

f) Vb
P(x) 0(x)
P(x)e” 0(x)e™
P(x)cos wx 0(x)cos @x+R (x)sin @x
P(x)sin@x 0(x)cos @x+ R (x)sin @x
P(x)e” cos wx ¢ (Q(x)cos mx+R (x)sin @x)
P(x)e” sin wx ¢ (Q(x)cos mx+R (x)sin @x)
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Dans ce tableau, les P, Q et R sont des polynémes. Les polyndmes Q et R sont toujours
du méme degré de P. Les coefficients des polyndmes Q et R sont initialement inconnus.

Voici un exemple pour illustrer. Supposons que f(x) soit
f(x)=e*(3x* +4x+1)

Alors, y,, seraune fonction exponentielle multipliée par un polyndme de degré 2.
y,=e" (Ax2 + Bx + C)

On trouve les valeurs des coefficients en remplagant y,, dans I’équation.

Exemple
Quelle est la solution générale de I'’équation suivante ?
V' +4y=8x"+2

On va commencer par trouver I'équation de |’équation homogene. L’équation
homogene est

y'+4y=0
Avec cette équation, I’équation caractéristique est alors
A +4=0
Les deux solutions de cette équation sont
A=2iet —2i
La solution générale de I'’équation homogene est donc

v, =C,cos2x+C, sin2x

Trouvons maintenant I'autre partie de la solution. Puisque f(x) est un polyndme de
degré 2, alors y,, doit étre un polyndme de degré 2. On a donc

y,, = Ax*+Bx+C

On trouve les valeurs des coefficients en remplacant cette solution dans I'équation.
Ona

y,, =2Ax+B
Yo =24
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L’équation donne alors
Yy +4y=8x"+2
2A+4(Ax +Bx+C)=8x"+2
4Ax* +4Bx+(2A+4C)=8x" +2

Les coefficients de chaque degré doivent étre les mémes de chaque coté de
I’équation. Cela mene aux 3 équations suivantes.

4A=38
4B=0
2A+4C =2

On a alors les solutions suivantes A =2, B =0 et C = -Y. La solution non homogeéne
est donc

Vo = 2x* -1

2

La solution de I'équation et donc

y=C,cos2x+C,sin2x+2x* -1

Si f(xx) est la somme de deux formes dans le tableau, alors y . est simplement la somme
desy , indiqués au tableau. C’est la regle de sommation.

Exemple

Quelle est la solution générale de I’équation suivante ?

y'+y —-2y=e"+cos2x

On va commencer par trouver I'équation de |'équation homogene. L’équation
homogene est

Y4y =2y=0
Avec cette équation, I’équation caractéristique est alors
A+A-2=0
Les deux solutions de cette équation sont
A=let -2

La solution générale de I'’équation homogene est donc
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v, =Ce" + Cze_zx

Trouvons maintenant l'autre partie de la solution. Puisque f(x) est la somme d’une
exponentielle et d’un cosinus, alors y , est la somme des deux termes proposés pour
ces fonctions.

v, =Ae " +Bcos2x+Csin2x

On trouve les valeurs des coefficients en remplagant cette solution dans I'équation.
Ona

y;h =—Ae " —2Bsin2x+2Ccos2x
y:h =Ae " —4Bcos2x—4Csin2x

L’équation donne alors
y'+y =2y=e" +cos2x
(Ae™ —4Bcos2x—4Csin 2x)+(—Ae " —2Bsin 2x+2C cos 2x)
—2(Ae‘x + Bcos2x+Csin 2x) =e " +cos2x
(A—A-2A)e™* +(-4B+2C—2B)cos2x+(—4C-2B—2C)sin2x = e +cos 2x
—2Ae™" +(2C—6B)cos2x+(—6C —2B)sin2x = ¢ * +cos 2x

Les coefficients de chaque partie (I’exponentiel, le cosinus et le sinus) doivent étre
les mémes de chaque coté de I'équation. Cela méne aux 3 équations suivantes.

-2A=1
2C-6B=1
—-6C-2B=0

On a alors les solutions suivantes.

A=—1

B=—3;

C=+
On a donc

Vo =—3€  —5;082x+558in 2x

La solution de I'équation et donc

_ x 2x _ 1, x_3 1 o
y=Ce ' +Ce se " =508 2x +558in 2x
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Maintenant, il se pourrait que f(x) soit déja dans la solution de I'’équation homogene. Dans
ce cas, il faut appliquer la régle de modification qui dit qu’on doit multiplier y,, par x. Si
on obtient encore un y,, aui fait partie de la solution homogene, on multiplie encore par
x et ainsi de suite jusqu’a ce qu’on obtienne une fonction qui n’est pas dans y, .

Exemple

Quelle est la solution générale de I’équation suivante ?
y =3y +2y=¢"

On va commencer par trouver I'équation de |’équation homogene. L’équation
homogene est

y' =3y +2y=0
Avec cette équation, I’équation caractéristique est alors
A =31+2=0
Les deux solutions de cette équation sont
A=1let2
La solution générale de I'’équation homogene est donc
y, =Ce* +C,e**

Trouvons maintenant |'autre partie de la solution. Puisque f{x) est une exponentielle,
alorsy , est

v, =Ae"

Mais cette fonction est déja dans Yy, La régle de modification dit alors qu’on doit
plutot prendre

Vo = Axe”
On trouve la valeur du coefficient en remplacant cette solution dans I'équation. On a

y,, = Axe" + Ae"

y, =Axe" +2Ae"
L’équation donne alors

y' =3y +2y=¢"

(Axe" +2Ae" ) -3 (Axex + Ae” ) +2Axe" =e"
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(A-3A+2A)xe" +(2A-3A)e" =¢"
(2A-3A)e" =¢"
A=-1

On a donc
v, =—xe*

La solution de I'équation et donc
y=Ce' +Ce* —xe*

Exemple

Quelle est la solution générale de I'’équation suivante ?
Y =2y +y=e"+xe*

On va commencer par trouver |'équation de I’équation homogene. L’équation
homogene est

y' =2y +y=0
Avec cette équation, I’équation caractéristique est alors
A =2A+1=0
Il n’y a qu’une seule solution a cette équation.
A=1
La solution générale de I'’équation homogene est donc
y, =Cxe* +C,e"

Trouvons maintenant I'autre partie de la solution. Puisque f(x) est une exponentielle
multipliée par un polyno6me de degré 1

f(x)=(x+1)e"
alors y,, doit aussi étre une exponentielle multipliée par un polynéme de degré 1.
Y =(Ax+B)e"*

Or, cette solution inclut un terme qui est Be*. Comme cette solution est déja dans
y,» on doit appliquer la regle de modification. On a alors
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Y =x(Ax+B)e*

Or, cette solution inclut un terme qui est Bxe*. Comme cette solution est déja dans
y,, on doit encore appliquer la régle de modification. On a alors

V=X (Ax+B)e"
= (Ax3 +Bx2)e)r

On trouve la valeur des coefficients en remplagant cette solution dans I’équation. Les
dérivées sont

¥l =(Ax’ +Bx’)e' +(3Ax* +2Bx)e"
=(Ax*+(3A+B)x” +2Bx)e"

v, =(Ax’ +(3A+ B)x* +2Bx)e" +(3Ax’ +2(3A+ B) x+2B) "
=(Ax*+(6A+B)x* +(6A+4B)x+2B)e"

L’équation donne alors
Y =2y +y=e"+xe*
(Ax’ +(6A+B)x* + (6A+4B)x+2B)e"
~2(Ax’ +(3A+ B)x* +2Bx)e" +(Ax’ + Bx’ e =¢" +xe'
(A-2A+A)x’e¢" +(6A+B-6A—2B+B)x’e"
+(6A+4B—4B)xe" +(2B)e" =¢" + xe*
(6A)xe* +(2B)e" =¢" + xe

Les coefficients de chaque partie (x3¢*, x2¢* et xe*) doivent étre les mémes de chaque
coté de I'équation. Cela méne aux 2 équations suivantes.

6A=1
2B=1
On a alors les solutions suivantes.
— 1
A=g%
B=1

Ainsi, la solution non homogene est
_ 2 (1 1 x
ynh =X (gx+3)€

et la solution de I"’équation est donc
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y=Cuxe*+Cye’ +x* (Lx+1)e"

SERIE D’EXERCICES 14

Trouvez la solution des équations différentielles suivantes.
1. yV+y=—x—x"
2. y—y=e¢"

3. Y =4y +3y=e>

4. y'—y' —2y=10cos2x

5. y'=2y'+2y=3¢"(x+3)
6. Y +2y +5y=16e" +sin2x
7. ¥y +25y=20sin5x si y=3 ety=1quandx=0

8. V' -2y +y=2x"-8x+4si yy=—lety=2quand x=0

6. Applications pour des équations d’ordre 2
Nous allons commencer par un exemple de mécanique. On arrive souvent a des équations
différentielles d’ordre 2 en mécanique puisque, dans la 2¢loi de Newton, on retrouve

I'accélération qui est la deuxiéme dérivée de la position en fonction du temps. Si on
cherche la position en fonction du temps, on doit donc résoudre une équation d’ordre 2.

Un systéme masse ressort

Sans friction

Supposons qu’on ait le systéme montré sur la figure.

On veut connaitre I'équation qui donne la position de cette masse en fonction de temps
s’il n’y a pas de friction, sachant que la masse a commencé son mouvement avec une
vitesse nullea x = 10 cm.

Version 2025



Luc Tremblay College Mérici 6. Les équations différentielles _

En appliquant la 2¢ loi de Newton, on arrive a

ZFzma

Mais puisque I'accélération est la deuxieme dérivée de la position, on a
d*x
a=—-
dr?
On peut donc écrire cette équation sous la forme suivante.

d’*x
2kg - S +50L.x=0
& dt* "

2
%Jrzs%-x:o
3 +25;

C’est une équation linéaire a coefficient constant homogeéene. L'équation caractéristique
est
A +255l2=0

Cette équation donne
A=%i51
Ainsi, la position en fonction du temps est donnée par
x=C,sin(5L1)+C, cos (54 1)
Comme on sait que la position initiale est de 10 cm, on a
0,1m = C,sin(51-0s)+C, cos(5L-0s)
0,lm=C,
Comme on sait que la vitesse initiale est nulle, on a
d(C sin(51-1)+0,1m-cos(51-1))

dt
v=C_C, -5%-005(5%-1?)—O,lm-S%-sin(S%-t)

0=C,-51-cos(54-05s)—0,1m-51 sin(51-0s)
C =0

vy =

La position en fonction du temps est donc donnée par

x=0,Im-cos(5%-1)
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SANANANNNAN

N\ VY

Notez que cette formule est équivalente a la formule utilisée en ondes et physique
moderne (dans laquelle ¢ est 1/2).

x=Asin(\/%t+¢)

Avec friction

On va maintenant ajouter une force de friction proportionnelle a la vitesse de la masse et
qui est dans la direction opposée au mouvement.

F=-by

(Le signe négatif indique que la force est dans la direction opposée a la vitesse.) Ici, on va
prendre une valeur de b =2 kg/s. La deuxieme loi de Newton donne alors

ZF =ma
—50X.x—2%.y=2kg a
On peut alors écrire cette équation sous la forme suivante.

a’2 dx
2kg-—+2%.—+50L.x=0
dt dt
C'est une équation linéaire a coefficient constant homogene. L'équation caractéristique
est

2kg AP +2%.1+50L =0

Cette équation donne

2kt [45 _4.0kg .50
4kg
21+ (396
4

=-0,5L£3+/11it
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Ainsi, la position en fonction du temps est donnée par
x=e " (C1 sin(%x/ﬁfi-t)+C2 cos(%x/ﬁ%-t))
Comme on sait que la position initiale est de 10 cm, on a

0,Im=e """ (C1 sin(%\/ﬁ%'Os)+C2 cos (%\/E%Os))

0,1m=1(C,)
0.lm=C,

Comme on sait que la vitesse initiale est nulle, on a
d(e_o’%' (C1 sin(%\/ﬁf«t)+0,1m~cos(%\/ﬁ§'t)))

dt
V:e_o'sft(cl'% 1 %-Cos(%x/ﬁ%-t)—O,lm-% 11%-sin(%\/ﬁ§-t))

~0,5L.¢%" (C1 sin (%x/ﬁ§~t)+0,lm~cos(%x/ﬁ§«t))

0=¢"(C,-3V11L:cos0-0,1m-3\1115in0)- 0,5+ ¢ (Asin 0+0,1m-cos0)

s

V=

0=(C,-3111)-0,5L-(0.1m)
0.1

C m
RN

La position en fonction du temps est donc donnée par

x=e %! (;);/1% ~sin(%\/ﬁf-t)+0,1m~cos(%\/ﬁ§~t)]

0.10 7

x 0.05 ‘\ /\
0 /\ panN P
T T S~ T
4 6 8
-0.05 t

-0.10-

10

On voit qu’on a maintenant une oscillation dont I'amplitude diminue avec le temps, ce
qui n’est pas tellement étonnant pour un mouvement dans lequel il y a de la friction. Au

bout de 10 secondes, il n’y a pratiquement plus de mouvement.
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Avec friction et une force externe qui agit sur la masse

On va maintenant ajouter, en plus de la friction, une force externe qui agite sur la masse.
Supposons que cette force est donnée par

F =10N-cos(44-¢)
La deuxieme loi de Newton donne alors

ZF:ma

—50L.x—2%.y+10N -cos(4L-1)=2kg a
On peut alors écrire cette équation sous la forme suivante.

2
2kg.d_f+2k7{"-@+50%-x:ION-cos(4%-t)
dt dt

C’est une équation linéaire a coefficient constant non homogene. On peut commencer
par trouver la solution de I'équation homogeéne.

2
okg - LE ot P som 2
e dr

C’est exactement I'’équation qu’on avait quand il n’y avait pas de force externe. On connait
donc la solution de cette équation homogene.

x,=e (C1 sin(%\/ﬁ%-t) +C, cos(%\/ﬁ%-t))
Reste a trouver la solution non homogeéne. Cette solution doit avoir la forme
x,, = Asin(4+-1)+ Bcos(41-1)
On trouve les coefficients en remplacant dans I’équation. Les dérivées sont

%:A-4%cos(4%-t)—B-4%-sin(4§-t)
t

2
%=—A-16%2'sin(4%'t)—B-16s%-cos(4§-t)
On a alors
2kg(~A-16L sin(41-1)— B-16L-cos (41 1))
+2%(A-4Lcos(44-1)—B-41-sin(41-1))
+502( Asin(4L-)+ Bcos(44-1)) =10N cos (4L 1)
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Les coefficients des cosinus doivent étre les mémes de chaque coté.
—2kg-B-165+2%-A-41+502-B=10N
et les coefficients des sinus doivent aussi étre les mémes de chaque coté.
~2kg-A-165-2%.B-414502A=0
On a alors ces deux équations.
18%-B+8%-A=10N
18%-A-8%.B=0
La solution de ce systeme d’équation est

—20 — 45
A=5m B=3m

La position en fonction du temps de ce systéme est donc

st 20m 45m
x=e (Clsm(%x/ﬁ%-t)wLCZcos(%x/ﬁi-t))+9—7-sm(41 t)+9—7 cos(41-1)

Ce qui est probablement le plus intéressant ici, c’est le mouvement au bout de quelques
secondes. On a vu que la premiere partie avec I'exponentielle diminue rapidement avec
le temps parce qu’il y a une exponentielle. Au bout d’'une dizaine de secondes, ce
mouvement est presque disparu et il ne reste alors que la partie non homogene. Donc,
apres quelgues secondes, le mouvement sera décrit par

x=20—7m sin (41 t)+45—7m cos(41:1)

ANANANAN
AR

C’est un mouvement ayant une amplitude d’environ 0,5077 m.

Un cable suspendu
Dans cet exemple, on veut savoir la distance entre ces poteaux qui soutient une corde de
80 m de long. Ca semble simple, mais on va voir que c’est un peu long avant d’arriver a

une réponse.
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80 m
50 m 50 m

I20m

A
v

()

mindyourdecisions.com/blog/2018/07/12/can-you-solve-amazons-hanging-cable-interview-question/
Poury arriver, il faut savoir I'’équation qui donne la forme d’un cable suspendu entre deux

points. Ceci nous menera directement a une équation d’ordre 2.

Pour trouver I'’équation de la forme, on va examiner les forces sur un petit morceau de
cette corde.

A B

v

www.researchgate.net/figure/260082725_fig3_Figure-3-Force-equilibrium-over-segment-s-of-classical-catenary-curve-in-vertical

(Remarquez les axes utilisés : le x = 0 est au point le plus bas de la corde.)
Les sommes des forces donnent

2 F =T (x+Ax)-T,(x)=0

ZFy :Ty (X+Ax)_Ty (x)—mg =0
Si on fait la limite quand la longueur du morceau est petite, on a (pour la composante en
x)

lim (7, (x+Ax)-T, (x))=0

Ax—0
T —
i L+ A0) =T, (x) _
Ax—0
ar, _,
dx

La composante en x de la tension est donc une constante.

Pour la composante en y, on a
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lim (7, (x+Ax) =T, (x) - mg) =0
LT, (x4 AT, (x)

Ax—0

Ax—mg =0

dT.
“dx—gdm=0
dx

Il faut trouver la masse du petit morceau de corde. Cette masse est la masse linéique
multipliée par la longueur.

dm = Ads
=1 (dx)2 + (dy)2

On a donc

dx dx
dT g
*—gA 1+(ﬂj =0
dx dx

On va maintenant utiliser le fait que la tension est
toujours parallele a la corde.

On a alors deux beaux triangles semblables. Comme  A#A-------

les rapports des cOtés sont égaux pour des triangles \ E T
semblables, on a 00{ Edy
& _T, :
dx T, s ssssees 4
! dx
L’équation devient donc
d(fzyT’“j dy\’
BN Y 1+(—yj =0
dx dx
2 2
d f—g—ﬂ 1+(ﬂj =0
dx T, dx

C'est notre équation différentielle. Dans cette équation, x est absent. On pose donc
dy/dx = petona

Version 2025



Luc Tremblay College Mérici 6. Les équations différentielles i)

d A
—p—g—«/1+ p’ =0
dx T,

On a alors une équation a variable séparable.

dp gA 2
S N+ p* =0
dx T, u

d A
_dp _gA
1+ p* T,
En intégrant de chaque c6té, on a
gA

arsinh ( p) =T)C+C1

X

Pour la constante, on examine le systeme d’axe qu’on a choisi. On a pris le x = 0 au point
le plus bas de la corde. A ce point, la pente est nulle. On a donc p = 0 quand x = 0. On peut
alors trouver la valeur de la constante.

arsinh (0) :g—/10+C1
T)('
C =0
On a alors

arsinh (p) :—/1x

En intégrant de chaque c6té, on a

y= Lcosh [g—lxj +C,
gA

X

On va dire qu’au point le plus bas, la hauteur de la corde est y,. On a alors
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La solution est donc

yzicosh g—lx +¥,— L
g4 gA

X

On a maintenant I'équation qui donne la

forme de la corde. On peut maintenant revenir 80 m
a notre probléeme d’origine, la distance entre 50 m 50 m
les poteaux.

120 m
Selon cette équation, on a y, = 20 m. On a - -
donc ?

gA g

X

T T
y= Xcosh{gT/lxj+20m— >

Pour simplifier, on va poser que

On a alors

y:acosh(£j+20m—a

a

Disons que le poteau de droite est a x = L. Puisque la hauteur est de 50 m a cet endroit,
ona

50m =acosh(L£)+20m—a
30m=acosh(L)—a
30m = a(cosh (£)-1)
On n’a pas assez d’information pour trouver L. Toutefois, on sait que la longueur de la

corde est de 80 m. La longueur de la corde est égale a la longueur de la courbe. Cette
longueur est

L d 2
80m:j 1+ 2 ax
-L dx

Version 2025



Luc Tremblay College Mérici 6. Les équations différentielles [l

80m = j_LL 1+ (a %sinh ijzdx
m=[" l+sinh? (£)dx
80m = I_L cosh (£)dx
80m =[ asinh(2) ]
80m = 2asinh (L)

On a donc les deux équations suivantes.
30m=a(cosh(£)-1)
40m = asinh (£)
Ce n’est pas nécessairement facile a résoudre... On peut écrire.
3m 4 1= cosh (L)

40 = ginh (L)

a

Puisque cosh2 x - sinh2x =1, on a

2 2
(30_"1“} _(40_'"j 1
a a
(30m+a)2 —(4Om)2 =4’
900m* +60m -a+a* —1600m* = a*

900m* +60m-a—1600m* =0

_ 35
a —Tm
On peut maintenant trouver L.

40m = asinh (f)
40m =L msinh (%)
L=22702m

La distance entre les poteaux était donc de 45,4 m. Cool...
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SERIE D’EXERCICES 15

1. Une voiture se déplacant en ligne droite ayant une vitesse initiale de 90 km/h a une
accélération donnée par la formule
%

205

a=

oU a est en m/s? et v en m/s. Quelle est la distance parcourue par cette voiture en
30 secondes ?

2. Laforce sur un objet de 5 kg est donnée par
F :5N+4O%x—10k7gv

ou x est la position de I'objet et v est sa vitesse. L'objet est initialement au repos a
x=0.0useral'objetar=2s7?

3. Reprenez I'exemple de la masse de 2 kg attaché a un ressort de 50 N/m avec de la
friction et aucune force externe, mais augmentez la valeur de b pour la friction a
b =25 kg/s. Quelle est alors I’équation de la position de la masse en fonction du
temps ? (L'objet est toujoursaureposax=10cmatr=0s.)

4. Reprenez I'exemple de la masse de 2 kg attaché a un ressort de 50 N/m avec de la
friction et aucune force externe, mais augmentez la valeur de b pour la friction a
b =20 kg/s. Quelle est alors I’équation de la position de la masse en fonction du
temps ? (L'objet est toujoursaureposax=10cmatr=0s.)

5. Dans la situation montrée sur la figure, il n’y a pas de
friction entre la table et la corde de 5 kg qui glisse
sur la table. Combien faudra-t-il de temps pour qu’il
n’y ait plus de corde sur la table ?

40 cm

20 cm

www.dreamstime.com/royalty-free-stock-image-simple-drawing-table-
isolated-white-background-image34921036 u
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6. Un gros iceberg cubique (L =75 m) flotte sur I'océan.
Quelle est la période d’oscillation de l'iceberg s'il
oscille légerement de haut en bas a surface de
I'eau ?

(La densité de I'eau est de 1000 kg/m?3 et la densité
de la glace est de 920 kg/m3 et il n'y a pas de
friction.)

www.chegg.com/homework-help/questions-and-answers/object-fully-
partially-submerged-fluid-fluid-exerts-upward-buoyant-force-object-volume-
dis-q9195125

Indice : Dans un mouvement oscillatoire, dont la position est donnée par une formule
de la forme y = Acosax + Bsin ax, la période (le temps pour faire une oscillation) se

trouveavec T =27/ w.

7. Sur une certaine ile, il y a des lapins et des renards. Le nombre de lapins est noté x et
le nombre de renards est noté y. On va supposer que le taux de variation du nombre
de lapins est donné

dx

—=a-py

dt
(Cela signifie que les lapins se multiplient a un taux constant et que plus il y a de
renards, plus le nombre de lapins diminue rapidement.)

On va aussi supposer que le taux de variation du nombre de renards est donné par

dy
AP
a

(Cela signifie que les renards se multiplient a un rythme proportionnel au nombre de
lapins et qu’ils meurent a un taux constant)

Ici, on va supposer que les constantes sont =1, #=0,01, y=0,0005 et = 0,4 si on
mesure le temps en jours.
On a alors un systeme d’équations différentielles suivant.

dx
—=1-0,01
dr Y

Ll =0,0005x-0,4
dt

Pour résoudre, on isole y dans la premiére équation
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y=100-100%
dt

et on utilise cette valeur dans la deuxiéme équation. On a alors

d(lOO—lOde
dt

j =0,0005x-0,4
dt

2
~1009% = 0,0005x- 0,4
dt
2
1009 +0,0005x=0,4
dt
Au départ, on a 1000 lapins et 50 renards sur l'ile. Combien y a-t-il de lapins et de

renard au bois de 1000 jours ?

Solutions des exercices

Série d’exercices 1

1. Ordre 1, degré 1 2. Ordre 1, degré 2
3. Ordre 2, degré 1 4. Ordre 4, degré 1
5. Ordre 2, degré 1 6. Ordre 2, degré non défini

7. Ordre 2, degré 2

13. y=7x"-2x7"

Série d’exercices 2

1. y=8 13 - 2. Y —4y=x"+2x"—4x-2
-3x
2 1 2
3.y =—3 T 4, yzln(x —4x—4)
—24/1+x
2 ey “t(n,2
.r=1 7 6. ¢’ (siny—cosy)=5-e (2t +4t+6)
—In
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Série d’exercices 3

6. Les équations différentielles

1. Non 2. Oui
3. Oui 4. Oui
C
5. Non 6.y =xarcosh| In| —
X
C o
7. yz=7—2x2 8.y=xe*
9. X’ +x’y+4xy’ -3y’ =C
10. Il'y a plusieurs formes possibles, toutes équivalentes
. Cx* 1
y=xsinh(In(Cx)), y+y’+x* =Cx* ou y= ; “3¢

Série d’exercices 4

2 1 X
1. y=Ce* —x+= 2. y=—tan(2x+C)-=

3. x—2y—l=e>"(x-1) 4.y’ =C(2xy+1)

Série d’exercices 5

C C
1. y=x"+— 2. y=x"+—
x x

1 .
3.y =—§cos2xcosx—smx+Ccosx

2
Autre forme possible : y =sin” xcos x —sin x+ C cos x 4.y:t——£+l+ 12
4 3 2 12t
t* 24 24 4
5. y=t —t'+Ct* ——cos(2t 6. y=—e"'* ———cos(3x)——sin(3x
g 7 cos(2) Y=y TRy eos(3x)m37sin(3x)

_2v —v
7. x=Ce 7 —e
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Série d’exercices 6

1
1. y=
X +Cx*
1
3. y=—F"""—
x“sinx+Cx
5. y= 2

J4—dx-5¢"

Série d’exercices 7

1. X’y-3x+y"+y=C

=25

3 yzln(t2+1)—2

Série d’exercices 8

c x o
1. y= =X (Exacte ou linéaire)
x 4
“+C o
3. y=° (Exacte ou linéaire)
COS X

5. y =arccos(Cx) (Variables séparables)

2

Y

7. 2xy—3x+?+y:C (Exacte)

9. y=Cx—xcosx (Linéaire)

11. y=¢ " (t+C) (Linéaire)

13. y=—xIn (ln (ED (Homogene)
X

Version 2025
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3
2. y=3Ce™ ——¢™*
Ty 17

1
4, y=
Y X+Cx—x"Inx

6. yzl(x2—2&+lj
9 X

N

Xy +4x—-6y=C

I
—_

2 3xy
4, y'e’' —x

2
2.y’ = %+ Cx*” (Homogene ou Bernoulli)

4. y> = Cx* —2x (Bernoulli)

6.y (Bernoulli)

:1+Cx2

3

8. y= % + x4+ C (Variables sép.)

4

4
10. y2=—2>

Bernoulli
S+C ( )

12. 1+2y+4In(t+ y—3)=C (Forme Ax+By)

14. x’y* + xsin y=C (Exacte)
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15. g=2+Cy/1+2p (Variables sép.) 16. u=—1In(C—2¢") (Variables sép.)

Série d’exercices 9

1. 15h54
3.49,93 kPa
S.a) 1218 m  b) 609 m/s

7. 99° jour d’apprentissage

9. 11h23

11.2) 1,613 g b)4,598 g ¢) 7,398 ¢

13. 123,24 h

Série d’exercices 10

1. y:ln|x|+c
3. yP=c-2x
5. y=cx

Série d’exercices 11

2

1. y:%+C et y=Ce™

2
X

. +y'=C et y:?+C
5. y=Cx+C’+1

7. y=cosh(x+C)
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2.34,54°C

4. 1,405 x 10° kg/m3

6. 12,64 m/s

8.444 4 ¢
[ 2 2

10. y= aln(mJ— a’—x
X

12.2)753ke  b) 62,4 ke
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9. y=Cx-C"

Série d’exercices 12

1. y=6x"+Cx+C,

3. y=sinhx+Cx+C,
5. y=C sinh(3x+C,)
7. yzarcsin(%e“j
9. y=Cx’ —x+C,

11. y =X +Cx* +C,
13. y=tan(—1ix+1+Z)
15. y =C,sinh’*(x+C,)

Série d’exercices 13

1. y=Ce' +C,e™"
3. y=¢"(C cos2x+C,sin2x)
5. y=Ce " +Cpe™

7. y=e 7 (cosx+4sinx)

Série d’exercices 14

1. y=C,cosx+C,sinx—x>—x+2

3. y=Ce* +C,e™ —e™*
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2. y=2x"+2x"+3x* +C,x + C,
4. y=C,sin(3x+GC,)
6. C,y> =(Cx+C,) +1

8. y=—x"sinx+2sin x—2xcos x + C,x’ + C,

2

10. y:—%+C1(x—1)ex +C,

12. y> =4x—x’

2. y=e(Cx+C,)
4. y=C,cos2x+C,sin2x
6. y=¢7"(C cos4x+C,sin4x)

8. y=2-¢"

2. y=Cie' +Cye " +5xe*
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4. y=Ce” +C,e " —3cos2x—1sin2x

5. y=¢"(C cosx+C,sinx)+e* (3x+9)

6. y=¢"(C, cos2x+C,sin2x)+2e" ++sin(2x)—-%cos(2x)

7. y =cos5x+sin5x—2xcos5x 8. y=e"(-3x+2)+2x’

Série d’exercices 15

1.388,43m 2.44249 m
5
3. x= 40cm e __lOcm e_w%' 4, x= (50%-1? +lOcm)efs'%t
3 3
5.0,43617 s 6.16,67 s

7. 166 renards, 852 lapins
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