
���������	
���	��
�������������
�

��  ������	
������
������
�������������
��������
�

�����������
�
�����������	
�����
������
����������
���	���
�
���� �������
���	���
��������
�
�����������	
 �cosh x�
��	
� sinh x�
�

cosh sinh
2 2

x x x xe e e e
x x

- -+ -
= = ��

�
������	��
�������	
�������������������
���
�

ch cosh sh sinhx x x x= = �

�
��������	��������

�	
�����
��������������������
�� ������������������	
�����
�������������
���
�
���

���������������

������
��
�

sinh cosh
tanh coth

cosh sinh

1 1
sech csch

cosh sinh

x x
x x

x x

x x
x x

= =

= =

�

�
������	��
�������	������������������
������	������
 ��
����
���	���
���
�

th tanhx x= �
�
�

��
����
���
�������������
��������
���
��
�
�
��
���������������	���
����	�
����

�	
�����
���� ����������������
�����
��
���������������
���
������
�����
�



�

�
������ !�"�

 �#�
�$�
��	�������		%�
�&���
� � � � ������� ��#
�����
���������
���	���
� �

cos
2

ix ixe e
x

-+
= �

�
��������
���
�
�

( )cos
2

x xe e
ix

- +
= �

�
�
������������
���
�
�
��
��
��

 �cosh x�
�� cos x�
�

( ) ( )cos coshix x= ��

�
������������	
�
���������
������
�����
�
�

sin
2

ix ixe e
x

i

--
= �

�
��������
���
�
�

( )sin
2

2

2

x x

x x

x x

e e
ix

i
e e

i
e e

i

-

-

-

-
=

-
= -

-
=

�

�
�
������������
���
�
�
��
��
��

� sinh x�
�� sin x�
�

( ) ( )sin sinhix i x= ��

�
�

�



�

�
������ !�"�

' �#�
�$�
��	�������		%�
�&���
� � � � ������� ��#
�����
���������
���	���
� �

���

�
��������������
���
��	
���������������

���� ��
��

�
��� 
������� ��
�� 	(���
����������� ����������
� �
�� �� �
������ ��������������
��� �		
��
�
��
��
����
�
�	
�	
��	
��
��������
���(���
�������������

�
	
�)���������
�	(���	
��
�
*����	
�
���� ��� ���
���%�
� 	
� 
�
���
�
��� )�
	(������
��� �
�� ���
������ 
���
� ��� ���	
��
���������
���������	(���
�����
��
���
�������
 ������	(���
��
�	���������
�����
�����	�������
��
+�

�	
�
���������������
���	��
��������
�
��
� ��������������
�
����

�	
���������������
���	��

��������
�
�� � ��������������
��
�
�

��������
,
-
����
�
��.��
������. /!'�! .0���1��
1� ��
���	�
1����1���
�����1���
�����1���

�
#
�� ���
������ ��������������
�� �����

-�
�
�
���	���2�
�
���
���		
���
��
��
���
�(���
����	
��
��������
���(���������������
�
���
���	
�� *��
3� ��
� 	(��������� �
� 

��
�
���
���	
�
��� � � � � � � � �4�	������(���������

��� � � � � � � � � ����� 	
� 

�
	
5�� 6
�� �������
	(�����
����
�	�����
�����
������	�)� ������	(���
�
�
� 	�� ������� 
�� ���
�� +�

� 	
� 
�������
���
���	���
���������
���	��
��������
�
�� � �
�������������
�
����

�	
����������
���	���
��
�������
���	��
��������
�
�� � ��������������
��
�

��������
,
-
����
�
��.��
������. /!'�! .0���1��
1� ��
���	�
1����1���
�����1���
�����1���

�
��� ���	����� 

��
� ���
����������� ��������
� �(
��� �� �� ��%�� ���	
� ���

� ��(�	� �(�� �� ���� �
�
���
����
�	
��
�
�������
�	(���
��
�	���������
���� �
�4
�������
�
������

�
	
��7�	(���
�
���
���	�)�	����������
�	(���	
5��$���
������
		
��
��
 ���
�
����
���
��(�7���
���	
������
�


�����
�������
�
�
�



�

�
������ !�"�

8�#�
�$�
��	�������		%�
�&���
� � � � ������� ��#
�����
���������
���	���
� �

��������	
���������������

������
��
�
&2�
����	(���
�������������������
��
����%�
������� ���
����(���	�
�������

�����
������
����� ��
�� ���	
��� �		
�� ����� ���	
�� ����� ����	
�
�� � ���

� ��(
		
�� ����� 	�� ��	������ �
�
	(�������	
��(��
����
������
	����
�
�������	
��
�� �
������	
��
��������
��9���
�
�

��  ������������������
�������������
������
�
*������

��
���
��%�
������������
�
��
��
��

 �sinh x�
� �cosh x�
�

2 2cosh sinh 1x x- = ��
�
����
�����
�	
�
��������
��

��
�����������)������� ��
���������������
�

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

cosh sinh
2 2

2 2

4 4
2 2
4 4

2 2
4 4
1

x x x x

x x x x x x x x

x x x x

e e e e
x x

e e e e e e e e

e e e e

- -

- - -

- -

� � � �+ -
- = -� � � �

� � � �

+ + - +
= -

+ + - +
= -

-
= -

=

�

�
����
���������	�������
��)���������(��
���
�������� ������������
��
�

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

2 22 2

2 2

cosh sinh cos sin

cos sin

1

x x ix i ix

ix ix

- = -

= +

=

�

�
+�

�	
��������������
��

��
����������������
����� ��
�������	���
���
��
-��
������������
	
���
		
������
�����
��
�����
���������
���	���
��
�



�

�
������ !�"�

: �#�
�$�
��	�������		%�
�&���
� � � � ������� ��#
�����
���������
���	���
� �

��
���
 ��
�
;���	���
3�	(
-��
�������������
��
� � �

2

2

coth
1 sinh

x
x+

�

�
�����
�

2 2

2 2

2

2 2

2

2

coth coth
1 sinh cosh

cosh 1
sinh cosh

1
sinh
csch

x x
x x

x
x x

x
x

=
+

=

=

=

�

<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<�
�
�

��  ������������������
�������������
������
�
���
��	
����������
���
�����
���������
���	���
���
�

�



�

�
������ !�"�

=�#�
�$�
��	�������		%�
�&���
� � � � ������� ��#
�����
���������
���	���
� �

�

�

�
000����3��
��
��.
�	
�	��.�
��.������1��1���
���	�
 1���
�����1��1��
����-�

�
������	
����������
�
�
��	
�	
3�	����	
����
�����
�������������
��4��

�8� ��
���	
�5��
�
�  sinh (1)�
!  cosh (2)�
"  tanh (3)�
#  sech (1)�
$  csch (2)�



�

�
������ !�"�

>�#�
�$�
��	�������		%�
�&���
� � � � ������� ��#
�����
���������
���	���
� �

%  coth (2)�
�
?������
3�	
����
��������������
���
�

&  cosh sinh xx x e+ = �

'  cosh sinh xx x e-- = �

(  ( ) ( )sinh sinhx x- = -  �

�)  ( ) ( )cosh coshx x- =  �

��  2 2tanh sech 1x x+ = ��

�!  ( )sinh sinh cosh cosh sinhx y x y x y+ = + ��

�"  ( )cosh cosh cosh sinh sinhx y x y x y+ = + �

�#  ( )cosh cosh cosh sinh sinhx y x y x y+ = + �

�$  ( ) 1
cosh sinh cosh sinhx x x x

-
+ = - �

�%  ( ) tanh tanh
tanh

1 tanh tanh
x y

x y
x y

+ =
+

�

�&  ( )cosh sinh cosh sinh
n

x x nx nx+ = +  (indice : utilisez l’identité de l’exercice 7)�

�
�

��   ���!����������
�������������
������
�
#��������
��
�	�����
����� cosh x�
���
�

( ) ( )

( )

cosh 1
2
1
2
sinh

x x

x x

d e ed x

dx dx

e e

x

-

-

+
=

= -

=

�

�
#��������
��
�	�����
����� sinh x�
���
�

( ) ( )

( )

sinh 1
2
1
2
cosh

x x

x x

d e ed x

dx dx

e e

x

-

-

-
=

= +

=

�



�

�
������ !�"�

/ �#�
�$�
��	�������		%�
�&���
� � � � ������� ��#
�����
���������
���	���
� �

��������
�
�
���
�����	
� sinh x�
��	
� cosh x�
�

( ) ( )cosh sinh
sinh cosh

d x d x
x x

dx dx
= = ��

�
?
�	)������
������
����	
��������
��
������
�����
� ��������
���	���
�������
-
��	
�����
��
	��������
��
�	�����
����� sech x��
�

( ) ( )

( ) ( )

1

2

sech cosh

cosh sinh

1 sinh
cosh cosh
sech tanh

d x d x

dx dx

x x

x
x x
x x

-

-

=

= -

= -

= -

�

�
������
�����������������
��������
��	��������
��
�� ����
�����
���������
���	���
���
�
���
����	
� tanh x*�	
� coth x*�	
� sech x 
��	
� cosech x�
�

( ) ( )

( ) ( )

2 2tanh coth
sech csch

sech csch
sech tanh csch coth

d x d x
x x

dx dx

d x d x
x x x x

dx dx

= = -

= - = -

��

�
����� �
�����
3� ����� ����
� 	�� ����	������ �
� 

�� ���� �	
�� 
�� �
� 

		
�� �
�� ������
�� �
��
���
��������������������
���)��������
	��
������
�� ���������������
�����
�
?
�	)������
���
�	
�	
��	
��������
���
�����
������ ����
���	���
���	
-
���
�
��
���
� ��
�
@�
		
�
���	��������
��
�
� � �

( )23sinh 5y x= �



�

�
������ !�"�

" �#�
�$�
��	�������		%�
�&���
� � � � ������� ��#
�����
���������
���	���
� �

#��������
�
���
�

( )( )( )

( )

2

2

3 cosh 5 10

30 cosh 5

dy
x x

dx

x x

=

= ×
�

<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<�
�
�
�������	
���
�������
��
��
��
����(���
������
	�� 
���������	
���
�
������
��
��	
���
���
������������
�

2 2

cosh sinh sinh cosh

sech tanh csch coth

sech tanh sech csch coth csch

xdx x C xdx x C

xdx x C xdx x C

x xdx x C x xdx x C

= + = +

= + = - +

= - + = - +

� �

� �

� �

��

�
�
��
���
�� �
�
@�
������

��
��������	
�A�
� � �

( )5cosh 3 8x dx+� �

�
�

;��������
���
��
�

3 8u x= + �
�
�����
�

3du dx= �
�

��
�



�

�
������ !�"�

�! �#�
�$�
��	�������		%�
�&���
� � � � ������� ��#
��� ��
���������
���	���
� �

( ) ( )

( )

( )

5cosh 3 8 5cosh
3

5
sinh

3
5

sinh 3 8
3

du
x dx u

u C

x C

+ =

= +

= + +

� �

�

<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<�
�
B�
�����
��������	
����	
����������2��
�

		
��
� tanh x.��������

���
������

��
��������	
��
�

sinh
tanh

cosh
x

xdx dx
x

=� � �

�
;��������
���
� coshu x= �������� sinhdu xdx= �������
����	�����
���
�
�

sinh
cosh

ln

x du
dx

x u
u C

=

= +

� � �

�
��������
�
�
������
��
��	
� tanh x�
�

tanh ln coshxdx x C= +� �

�
�
������	
������������
�
��	
�	
3�	��������
��
�����
�������������
���
�
�  sinh 5x �

!  ( )4cosh x ��

"  2 tanhx x �

#  2

2
coth

x
�

$  
( )2

2

sech

4

x

x +
�



�

�
������ !�"�

�� �#�
�$�
��	�������		%�
�&���
� � � � ������� ��#
�����
���������
���	���
� �

%  ( )2csch 3x �

&  ( )( )ln cosh 3x �

'  2cosh 3 2 2x x+ + �

(  
( )2

1
tanh 4x +

�

�)  ( )( )arctan sinhx �

�
$����
3�	
���������	
���������
���
�

��  ( )sinh 2 1x dx+� �

�!  
cosh

1 sinh
x

dx
x+� �

�"  ( )2 3sinhx x dx� �

�#  
sinh x

dx
x� �

�$  �
( )2

1
sinh 3

dx
x� �

�%  � cothxdx� �

�&  � sinh coshx xdx� �

�'  � 3cosh xdx� �

�(  � 2

sinh
1 cosh

x
dx

x+� �

!)   2sinh sechx xdx� �

!�  @�
		
�
���	(���
��
�

��
������

�4��

�8���
���	
 �5�A�

�
�������	������	�����
��.�	���
�.��	
6.?���C��
�D
�� ����-�



�

�
������ !�"�

� �#�
�$�
��	�������		%�
�&���
� � � � ������� ��#
�����
���������
���	���
� �

"�  #������
�������������
��������!������
�

�����������
�
6	�
-���
�������	
�����
���������
���	���
�����
��
 �������
-
��	
�����
�

coshx y= �

�
+	���������������	�����
��������
��
��
�	����E����� �����
��
�

arcoshy x= �

�
�������
����	����	
�����
���������
��
���������
���
�

cosh arcosh

sinh arsinh

tanh artanh

sech arsech

csch arcsch

coth arcoth

x y y x

x y y x

x y y x

x y y x

x y y x

x y y x

= ® =

= ® =

= ® =

= ® =

= ® =

= ® =

�

�

+��������
�
�
��
� ��������� ��

� ar1�4����� ����
� arcosh x,�arsinh x,…5� 
��� 	�� �	��� 
�����
� 
�� 

		
�
�

�������
�����	(����������������
��������	
��
�	� ������	����������
�
��������������	�������������

� arc-�4���������� arccosh x, arcsinh x,…5�
�������
�����
�
��
		
�

��� ����
� ���� ���	���
� ��

� 	�� ��������� ���	���
� �� ��� 	
�� ���
������ ��������������
��
���
��
����
��
����������
���
�����
�������
�	
���
 ��-
� arc-���
������	����� ����� ��	������
�
	
���
��-
� ar-���
������	����� ���������� ���(
���	��������������	���
�����	
�	���
�
	�&��	
� �
�
?(����
�� ����%�
��� ���	��
�� 	
� �����-
� arg-� 4����� ����
� argcosh x,� argsinh x,…)� �����
���������� ��
�
?(����
������%�
������	��
��	
������-
� a-�4���������
� acosh x, asinh x,…5���(
�����
����������
���	���
�����
���	
�
���
�������������
��
�



�

�
������ !�"�

�' �#�
�$�
��	�������		%�
�&���
� � � � ������� ��#
�����
���������
���	���
� �

��� ����� ������ 	�� ��������� cosh-1 x�� sinh-1 x� �
��
� ��������� �� ����
����� 	
� ����������
�
�(��
�
��	��
���������
���
�	
������	
��
�	�����
�� ������
��
�
��	(
-��������
�	�����
�����
4
���
������ cosh² x5����
�
�

��
��
��

��
������������ arcosh x�
�� arsinh x�
������������������
����
�
�
����
��������
���
�������	
�������
�	
�	
��

�����
 ���������
��
��)���������
���������������
�������

���
�E������
������	
�
����������
���	���
 ��
�

( )2

cosh

2
2 0

2 1 0

y y

y y

y y

x y

e e
x

e x e

e xe

-

-

=

+
=

- + =

- + =

�

�

�
��
����������
�����
��������������������
��
� ye ��#����	�������
�

��
����������
���
�

( )

2

2

2

2 4 4
2

1

ln 1

y

y

x x
e

e x x

y x x

± -
=

= ± -

= ± -

�

�
�
��(
�����������
�������������
����
���
�

��
���� ��	
������	������
��������
��
�

( )2ln 1y x x= ± + - �

�
���
��	����
��
��
�

	���
����F..�������
��
��
��
�.
�	
�	.��
��
��
������� �
�
��� ���
������ �
� 	�� �2�
� ��E���� ��� ����
��� ������ 	�� �����	
� ����� 
�	
�	
�� 	
� ������
���
���	���
����
��
��
�
�
�



�

�
������ !�"�

�8 �#�
�$�
��	�������		%�
�&���
� � � � ������� ��#
�����
���������
���	���
� �

�,�����
�������������

������
�����

�
��
�

( )
( )

2

2

arcosh ln 1 1

arsinh ln 1

x x x x

x x x

= ± + - ³

= + +
��

�
46	� �(�� �� ���� �
�G� �
����� 	�� ��
��
� ����� arsinh x�� 
��� ��� ������� �	���� 	
� 	��������
� �(���
�����
� �������� ��

� ��
� �������
������ ����
� �	� �(�� �� ���� �
� ��	������ ��
		
� ����� 	
�
	��������
� �(��� �����
� ��������� ��� �
H
��
� 

��
� �� 	������� ����� 	
�� �2�
�� ��������� ���
����������� 1x ³ ������ arcosh�x.)�
�
�

$� ������������������
�������������
��������!������
�
���
��	
����������
���
�����
���������
���	���
���� �
��
���4*��
3���
������	
��
�������
��
��
���
����
���	���
�����
��
�������
��
����
��
��� 
�	�������
��������
�5�
�

�
�

�



�

�
������ !�"�

�: �#�
�$�
��	�������		%�
�&���
� � � � ������� ��#
�����
���������
���	���
� �

�
000��	��
����
��
�.I��	�J�	���.	
����1�81�
�������
 1��1���
��
1���
���	�
1���
����� �

�
�

%�  ���!�����������
�������������
��������!������
�
��� ��� �����
����� �����
�� 	
�� ������
�� �
�� ���
����� � ���
���	���
�� ���
��
��� �����
�����
��
���
����������
������������
����
��	������ ��
��( arsinh x�����������������
���K��
���	��
��	�������	
���

�	
�	��������
������������� �����
��	��������
��(��
�����
���E����
�

2

2

2

arsinh

sinh

cosh

1 sinh

1

1

1

y x

x y

dx
y

dy

dx
y

dy

dx
x

dy

dy
dx x

=

=

=

= +

= +

=
+

�

�
��� �
��� ������ �����
�� 	�� ������
� �
�� ���
������ ���
 ���	���
�� ���
��
�� 
�� ���
���� 	
��
����	���������������
�
�
�
�
�
�



�

�
������ !�"�

�= �#�
�$�
��	�������		%�
�&���
� � � � ������� ��#
�����
���������
���	���
� �

���
���
��	
���������������

������
�����

�
��
�

( )

( )

( )

( )

( )

( )

2

2

2

2

2

2

arcosh 1
1

1
arsinh 1

1
artanh 1

1
1

arcoth 1
1

1
arsech 1

0 1
1

arcsch 1
0

1

d x
x

dx x
d x

dx x
d x

x
dx x

d x
x

dx x
d x

x
dx x x

d x
x

dx x x

= >
-

=
+

= <
-

= >
-

-
= < <

-

-
= ¹

+

��

�
?
�	)������
��������
����
	��
���������	
����%����� ��
�����
���L���������
��
�

( )
2

arcosh 1

1

d u

du u
=

-
�

�
��������
���
�

2

1
arcosh

1
du u

u
=

-
� �

�
������������
� /u x a= ��������
�

( )
( )

( )

( )( )

2

2

2 2

2 2

1
arcosh

1

1 1
arcosh

1

1
arcosh

1

1
arcosh

x
a

x
a

x
a

x
a

x
d

a

x
dx

a a

x
dx

aa

x
dx

ax a

� �= � �
� �-

� �= � �
� �-

� �= � �
� �- ×

� �= � �
� �-

�

�

�

�

�



�

�
������ !�"�

�> �#�
�$�
��	�������		%�
�&���
� � � � ������� ��#
�����
���������
���	���
� �

��� ���
������ ������ ����� 	
�� ����
�� ������
��� ��� ��� ��
� ��-� �����	
�� �(�������������
�������
���
�
�-�
���
�������
��
��	�������	
����������������

��� ���
�����

�
��
�

( )

( )

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2
2 2

2 2
2 2

2 2

1
arcosh    ou   ln           

1
arsinh    ou   ln

1 1
artanh

1 1
arcoth

1 1
arsech 0

x
dx C x x a C x a

ax a
x

dx C x x a C
ax a
x

dx C x a
a x a a

x
dx C x a

a x a a

x
dx C

a ax a x

� �= + + - + >� �
� �-

� �= + + + +� �
� �+

� �= + <� �- � �

� �= + >� �- � �

� �= - +� �
� �-

�

�

�

�

� x a< <

��

�
�
+��
������� ��-� �
�-� ��
��%�
�� 	���
��� ��� ��������� 
 ����
�� ��

� 	�� ��
��%�
� 	���
� ����

-
��	
����
�
�

( )2 2arcosh ln
x

x x a
a

� � = + -� �
� �

�

�
���������������
�

( )

( )

2
2

2 2

2 2

arcosh ln 1

1
ln

1
ln ln

x x x
a a a

x x a
a

x x a
a

� �� � � � � �� �= + -� � � � � �� �� � � � � �� �

� 	� �= + -� �
 �� �� 


� �= + - + � �
� �

�

�
����������(�	��(�����������	����������(�	���������
 ��
��
��	����$���
������

��
��
�
�����
�

�������
�
���	��
������
�2��
��������������	��
��� ����
��(�������������������	��(������
�
	��������
��(��
��������	
��
�



�

�
������ !�"�

�/ �#�
�$�
��	�������		%�
�&���
� � � � ������� ��#
��� ��
���������
���	���
� �

��
���
�� �
�
@�
		
�
���	��������
��
�

��
����
������
� � �

( )2arcosh 3 1y x x= + �

�
#��������
�
���
�

( )
( )

( )

( )
( )

2

22

2
2

22

1
1 arcosh 3 1 6

3 1 1

6
arcosh 3 1

3 1 1

dy
x x x

dx x

x
x

x

= × + +
+ +

= + +
+ +

�

<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<�
�
�
��
���
� ��
�
@�
		
�
���	����	�������
�

��
��������	
�A�
� � �

2

3

9 12 12

dx

x x+ -
� �

�
�
����
����
���
�

��
��������	
������	������
�
�

( )2

3

3 2 16

dx

x+ -
� �

�
������
�
�����
���
�
�

3 2u x= + �
�
@������	���
���
�
�

3du dx= �
�



�

�
������ !�"�

�" �#�
�$�
��	�������		%�
�&���
� � � � ������� ��#
�����
���������
���	���
� �

#(�������	
��
��
����	����
�

2 16

du

u -
� �

�
�������
����	����
�

2
arcosh

416

du u
C

u

� �= +� �
� �-

� �

�
��������
���
�
�

2

3 3 2
arcosh

49 12 12

dx x
C

x x

+� �= +� �
� �+ -

� �

�
<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<�
�
�(
�����

�

���������	
����
�	
�����
���������
��� 	���
����
��
�������
�	
�����������

��
��
���
� ���H������ ��� ����
��� �
�� ���
������ ���
���	 ���
�� ���

� ��(��� �� ����� 	(�������	
�
�(��
��
�����
�������
	����
�
�������	
���
�

����� ����	
���
�
���
�����
-
��	
�����	����
�����
�������H
���
�:�,� �)������������
������
���������
���
��
	(��H
�� 
��� ������� )� ��
� ���

� �
� ������������ 
�� �� 
� ���

� �
� ���
����� �
� 	(����
�����������
		
����
������
�	�����
��
��;���������� �
�

��
����

�
���
�

2²
²0,49Ns

mF v= �

�
����
���
�������
�	�����
��
��
�

����H
�� ��

���
 �����%��������������
�

������
�-����

�����������
�������	(��H
����������� 
�
�

²
²

21
²

49 0,49 5

9,8 0,098

frection

Ns
m

m
s m

mg F ma

N kg a

v a

- =

- = ×

- =

�

�
������
�	(�

�	��������
���	
������
��
�
����
�
��� �
����
��
���������
���



�

�
������ !�"�

 ! �#�
�$�
��	�������		%�
�&���
� � � � ������� ��#
�����
���������
���	���
� �

21
²

21
²

9,8 0,098

9,8 0,098

m
s m

m
s m

dv
v

dt
dv

dt
v

- =

=
-

�

�
������%��
��	�����
�
����
�
9�����������
����
�

21
²

2²
²

9,8 0,098

500
49 100

m
s m

m
s

dv
dt

v

m dv
dt

v

=
-

=
-

� �

� �
�

�
����������
��
(
���	)���(��
�����
��
����
���	���
� ���
��
�����������
�

500 1
artanh

49 10 10

50
artanh

49 10

m m
s s

m
s

m v
t C

s v
t C

� �
= × +� �

� �

� �
= +� �

� �

�

�
������
�	�����
��
�
�����		
�)� � �M�!��	��
�������
������2��
���		
��#�����
��
�
��� ��
��������
�
����
������
�
�

49
artanh

50 10

49
10 tanh

50

m
s

m
s

t v
s

t
v

s

� �
= � �

� �

� �= � �
� �

�

�
L�� �M ����	�����
��
�
������
�
�

49 2
10 tanh

50

9,61

m
s

m
s

s
v

s
×� �= � �

� �
=

�

�
�
�
�



�

�
������ !�"�

 � �#�
�$�
��	�������		%�
�&���
� � � � ������� ��#
�����
���������
���	���
� �

������	
������������
�
��	
�	
3�	����	
����
�����
�������������
��4��

�8� ��
���	
�5��
�
�  arsinh (1)�
!  arcosh (2)�
"  artanh (½)�

#  ?������
3���
  ( ) 1
arsech arcoshx

x
� �= � �
� �

 �

$  ?������
3���
  ( ) 1
arcsch arsinhx

x
� �= � �
� �

 �

%  ?������
3���
  ( ) 1
arcoth artanhx

x
� �= � �
� �

�

&  arsech (¾)�
'  arcsch (3)�
(  arcoth (2)�

�
�)  ?������
3���
�������1��N�-�N���

1 1
artanh ln

2 1
x

x
x

+� �= � �-� �
�

����-�	���
3�����������	�������
��
����
����������- ��
�

��  ?������
3���
�1��N�-�N���

( )
2

artanh 1
1

d u

du u
=

-
�

�
��	
�	
3�	��������
��
�����
�������������
���

�
�!  arsinh 5x ��

�"  ( )4arcosh x ��

�#  2 artanhx x ��

�$  2

2
arcoth

x
��

�%  
( )2

2

arsech

4

x

x +
�

�



�

�
������ !�"�

  �#�
�$�
��	�������		%�
�&���
� � � � ������� ��#
�����
���������
���	���
� �

�&  ?��
����
3�	����	
����
� x������������
�	�����
����� ( ) 8cosh sinhf x x x= - ��

�
��	
�	
3�	
���������	
���������
���

�

�'  
2

1

49 4
dx

x+
� ��

�(  
1

20

1
81 4

dx
x-� �

!)  
6

25

1
81 4

dx
x-� �

!�  
2 25

x

x

e
dx

e -
� �

!!  
4

1

4
dx

x x-
� �

!"  
2

1

2 10
dx

x x+ +
� �

!#  
1

20

1

9 12 5
dx

x x+ +
� �

�
!$  &����
3���
�

�

( )

( )

sec artanh sin

csc artanh cos

xdx x C

xdx x C

= +

= +

�
�

�

�
�

!%  B����H
���
����	�

�
����������	�������
�-�M�:���4
 ���
�
����	�������
5��#�����
��
�
������H���������������� 
		
�)�
	��������

�
���
�	(������
�
��	(��H
���;�
�������
 �	(��H
��

��� ������	
�
��� )� 	�� ��������� 4:� ��� !5� 
�� ��(�	� �� )� 

�
���
�����
����
��
��
� ��.��������
���7��
���	(��H
 ��)�
� �M�:����

�
�
�
�
�



�

�
������ !�"�

 ' �#�
�$�
��	�������		%�
�&���
� � � � ������� ��#
�����
���������
���	���
� �

&� ���������������
�������������
������
�
$
��������
���
��������������	
�
�����
�	
�����
��� ������
���	���
����������������
��

�������
�	��������
�
��� p�����������
�
���	
-
��������
��	����
��
��
�

( )
2 2

2 2

cosh 2
2

2

x i x i

x i x i

e e
x i

e e e e

p p

p p

p
+ - -

- -

+
+ =

+
=

�

�

������
� 2 2 1i ie ep p-= = �����������
�)�
�

( )

( )

cosh 2
2

cosh

x xe e
x i

x

p
-+

+ =

=
�

�

?
�	���2�
���E��������
��������
����
�	�����
����� sinh x�����������
�������
��
� p��
�

( ) ( )sinh 2 sinhx i xp+ = �

�


����
�	�����
����� tanh x�����
�������
��
� p��
�

( ) ( )tanh tanhx i xp+ = �

�
�
�
�

� �



�

�
������ !�"�

 8 �#�
�$�
��	�������		%�
�&���
� � � � ������� ��#
�����
���������
���	���
� �

;�	��������
��
-
�
�

��
�
�������
����������
 �
�
�  1,1752�
!  3,7622�
"  0,9951�
#  0,6481�
$  0,2757�
%  1,0373�
�
�
�������
����������� �
�
�  5cosh5x �

!  ( )3 44 sinhx x ��

"  3/2 21
22 tanh sechx x x x+ �

#  2
3 2

4 2
cosech

x x
�

$  
( ) ( )

2

2
2 2

sech 1
2 tanh

4 4

x
x x

x x
� �- +� �+ +� �

�

%  ( )26cosech 3 cotanh(3 )x x- �

&  ( )3tanh 3x �

'  
( ) 2

2

3 1 sinh 3 2 2

3 2 2

x x x

x x

+ + +

+ +
�

(  
( )

2

22

2 tanh sech

tanh 4

x x

x

-

+
�

�)  ( )sech x �

�
$����
3�	
���������	
���������
���
�

��  ( )1
cosh 2 1

2
x C+ + �

�!  ( )ln 1 sinhx C+ + �



�

�
������ !�"�

 : �#�
�$�
��	�������		%�
�&���
� � � � ������� ��#
�����
���������
���	���
� �

�"  ( )31
cosh

3
x C+ �

�#  2cosh x C+ �

�$  � ( )1
coth 3

3
x C- + �

�%  � ( )( )ln sinh x C+ �

�&  � 21
cosh

2
x C+ �

�'  � ( ) ( )( )21
sinh cosh 2

3
x x C+ + �

�(  � ( )( )arctan coshx C+ �

!)   ( )sech x C- + �

!�  8�/! ��
�
�
�������
����������� �
�
�  !�//�8�
!  ��'�>!�
"  !�:8"'�
&  !�>":8�
'  !�' >:�
(  !�:8"'�

�!  
( )2

5

5 1x +
��

�"  
3

8

4

1

x

x -
��

�#  
3/21

2 artanh
2 1

x
x x

x
+ ×

-
��

�$  4

4
4

x
x
-

-
��

�%  
( )

( )
2

2 2 4

2 arsech1 2
4 4 1

x x

x x x x

� �×
� �- -
� �+ + -� �

�

17. x = 0,12565  (x = artanh 1/8) 



�

�
������ !�"�

 = �#�
�$�
��	�������		%�
�&���
� � � � ������� ��#
��� ��
���������
���	���
� �

�'  
1 2

arsinh
2 7

x
C� � +� �

� �
��

�(  0,012555 4
1 2

artanh
18 9

� �
� �
� �

5�

!)  -0,027737�4
1 9 9

artanh artanh
18 12 10

� �� � � �-� � � �� �
� � � �� �

5�

!�  arcosh
5

xe
C

� �
+� �

� �
�

!!  
21

arsech
4 2

x
C

� �
- +� �

� �
��

!"  
1

arsinh
3

x
C

+� � +� �
� �

�

!#  0,2896�4 ( ) ( )( )1
arsinh 5 arsinh 2

3
- �

!% �(5 m, 18,1343 m)�
�
�


