Les nombres complexes

1. L’origine des nombres complexes

Les nombres complexes ont été utilisés longtemps avant d’étre clairement définis. Lors
de la résolution de certains problemes, on avait a effectuer certains calculs intermédiaires
dans lesquels on retrouvait des équations n’ayant pas de solution réelle, méme si on
savait que la réponse finale du probleme était réelle. Par exemple, on pouvait retrouver
des équations telles que

et

X —4x+5=0

gui n’ont aucune solution réelle.

Le premier a utiliser les nombres complexes pour résoudre de tels calculs fut Girolamo
Cardano (Italie 1501-1576) en 1545. Il dut avoir recours aux nombres complexes comme
intermédiaires pour résoudre les équations du troisieme degré. Les nombres complexes
n’étaient alors employés que durant quelques étapes du calcul, mais n’apparaissaient
jamais dans les solutions finales. On ne considérait pas alors les nombres complexes
comme un véritable objet mathématique, mais plutét comme un truc mathématique pour
résoudre des équations. De plus, les quelques paradoxes qu’on obtenait alors avec ces
nombres, dus a une notation insuffisante, firent qu’on regardait souvent les nombres
complexes d’une facon suspecte.

Il faudra attendre environ deux siécles, en 1777, avant que Leonard Euler (Suisse 1707-
1783) n’introduise une notation plus rigoureuse et explore I'extension aux nombres
complexes des fonctions telles que la fonction exponentielle. Caspar Wessel
(Norvege 1745-1818) en 1797 et Karl Friedrich Gauss (Allemagne 1777-1855) clarifierent
beaucoup le concept de nombre complexe en donnant une interprétation géométrique
dans laquelle les nombres complexes sont représentés par des points dans un plan.
L’étude des nombres complexes prit donc son envol au XIX® siecle. On a méme dit que,
du point de vue technique, la théorie des fonctions complexes fut la création la plus
originale de ce siécle. On alla jusqu’a I'appeler la joie mathématique du siécle.
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Reste que, bien que I'étude purement mathématique des nombres complexes soit
intéressante, la principale utilité de ceux-ci reste leur utilisation comme intermédiaire
dans les calculs. En utilisant les nombres complexes, on simplifie grandement certains
calculs autrement difficiles, voire impossibles. Jacques Hadamard nous dit que « le chemin
le plus rapide entre deux vérités dans le domaine réel passe par le domaine complexe ».

Bien sdr, I'étude des fonctions complexes est un vaste domaine et il ne serait étre
question de I'aborder entierement ici. Nous n’allons en fait que faire I’extension des

fonctions réelles au domaine complexe et montrer comment utiliser ces connaissances
pour prouver des identités réelles, particulierement les identités trigonométriques.

2. Définition des nombres complexes

A la base, on a besoin que d’un seul outil pour arriver aux nombres complexes. Il suffit
alors de définir

i=~-1
(Notez qu’en génie, on utilise parfois la lettre j plutét que i.) Euler a appelé ce nombre un
nombre imaginaire, nom qui malheureusement est demeuré jusqu’a aujourd’hui et qui
reflete bien le mystere qui entourait les nombres complexes a cette époque.
Les nombres complexes s’écrivent en général sous la forme

z=x+1iy

ou x est la partie réelle et y est la partie imaginaire du nombre complexe. Nous pourrions
écrire cela sous la forme

Re(z)=x et Im(z)=y.

Exemple Résoudre x> =-3 .

Nous avons
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x=+/-3
_ B
=3

La solution de cette équation est alors un nombre purement imaginaire. Pour cette

solution, nous avons

Re(\/—_3)=0 et Im(«/—_3):\/§

Exemple Résoudre x> —4x+5=0.

En appliquant la formule quadratique, nous obtenons

4%,/(-4) =45

_4%2i
2
=24

Les deux solutions sontdonc2 +iet2 —i.

3. Egalité entre deux nombres complexes

Lorsque deux nombres complexes sont égauy, il faut absolument que les parties réelles
soient égales et que les parties imaginaires soient égales entre elles. Ainsi si

a+ib=d +ib

Alors
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et
b=b

4. Le plan complexe

Il est possible de représenter graphiquement les nombres complexes. Comme il y a deux
composantes dans un nombre complexe, la partie réelle et la partie imaginaire, on peut
représenter un nombre complexe comme un point dans un plan. L’axe horizontal est I'axe
des réels et I'axe vertical est I'axe des imaginaires. Ainsi, un point z = x + iy sera placé a
I’endroit décrit par la figure suivante.

Ce plan s’appelle le plan complexe ou, beaucoup moins fréqguemment, un diagramme
d’Argand (de Jean Robert Argand (Suisse 1768-1822), un des premiers a s’intéresser a la
représentation géométrique des nombres complexes).

T

2it

% % % R 0 —x ¢ 3 1
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Exemple Représentonsles nombresz =2 +ietz=2-1idansleplan complexe.

T+

zit

i1 o2 +i
4 % 5 3 0 8 : 3 i
it ¢ 2-i

2i+

5. Opérations sur les nombres complexes

Addition

L’addition de deux nombres complexes z, = x, +iy, et z, = x, +iy, donne

L+, =(x1+iy1)+(x2+iy2)

=(x1+x2)+i(y1+y2)

Autrement dit, la partie réelle de la somme est la somme des parties réelles de chaque
nombre, et la partie imaginaire est la somme des parties imaginaires de chaque nombre.
Remarquer une certaine similitude entre I’addition des vecteurs et I'addition des nombres
complexes.

Exemple
(5+i)+(1+3i)=(5+1)+(1+3)i
=6+4i
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Soustraction

La soustraction de deux nombres complexes donne

) =(x1+iy1)—(x2+iy2)

=(x1—x2)+i(y1—y2)
Encore une fois, la partie réelle de la différence est la différence des parties réelles de
chaque nombre et la partie imaginaire de la différence est la différence des parties
imaginaires de chaque nombre.

Exemple

(5+1)—(1+31) = (5—-1)+(1-3)i
=4-2i

Multiplication
La multiplication de deux nombres complexes donne

7% :(x1+iy1)'(x2+iy2)

. . 2
=X, X, +ix,y, +ix,y, +i"y,y,

Comme i =+/—1, alors i2=-1 et nous avons
2% = XX, XY, FIX, Y — VY,

Comme on peut le voir, le résultat est assez compliqué a retenir. Il est beaucoup mieux
de se rappeler la facon de faire la multiplication que de se rappeler le résultat final.

Exemple
(5+i)-(143i) =5+15i+i+3i°
=5+15i+i-3
=2+16i
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Division

Le calcul d’une division est un peu plus compliqué que celui des autres opérations. Il est
compliqué par le fait qu’il ne doit jamais y avoir de i au dénominateur dans un nombre
complexe. Pour y arriver, il existe cependant un truc qui consiste a multiplier au
numérateur et au dénominateur par le méme nombre qu’au dénominateur, mais avec
une partie imaginaire de signe contraire. Il suffit ensuite de faire les multiplications et le
tour est joué.

7 _ Xty
Z, X tiy,

_% iy, X, iy,

X, +iy, X, =1y,
. . 2
_NXN XY, T, — U Y,
2. : 2 2
Xy TG, HI Xm0,
_N% Y, F X N,
2, 2
X+,
_XX% Y, B! X
2, 2 2, .2
X+, Nty

Encore une fois, il ne faut pas se rappeler ce résultat final, mais plutot la facon de
procéder.

Exemple

9-8i _9-8i 5-2i
5+2i 5420 5-2i
_ 45-18i—40i+i%16
© 25+10i—10i—i%4
_ 45-18i—40i—16
B 25+4
29-58i
29
=1-2i

Résultat que I'on peut vérifier en calculant que (5+2i)(1-2i)=9-8i.
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6. Propriétés des nombres complexes

A partir de ces résultats, nous pouvons déduire quelques propriétés des nombres
complexes.

Commutativité de I'addition et de la multiplication

21t2,=2,1t7

Zl . Z2 = Zz : Zl
Associativité de I'addition et de la multiplication

Z1+(Z2+Z3):(Z1+Z2)+Z3

Z1'(Z2'Z3):(21'Z2)'Z3
Distributivité
4 '(Zz + Zs) =45t 45
Elément nul
z+0=z

Elément neutre

Elément inverse

Il
(=)

z+(-z2)
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SERIE D’EXERCICES 1

Si z,=3+4i et z, =5-2i , trouvez (dans la forme x + iy)

4 1
1. (z,-2) 2~ 3. 45
2 1 1

Trouvez, dans la forme x + iy,

5.(7-3i)- (-2 + 4i) 6. (2 + 4i)*
7.(3+5i) (3-50) 8. (5 +2i)i
9. (1 - i)* 10, 1 +2
443§
11, 52,5-12,5i 12, 101
3—i 10—i
Trouvez
13. Re(ij 14. Im( 2+i j
241 3+4i

(1+i)’ 2—i
15.Re| ~———— 16. Im
3+2i 4-3i

7. Le complexe conjugué

Lors du calcul de la division, nous avons multiplié par un nombre complexe dont la partie
réelle était identique a un autre nombre, mais dont la partie imaginaire était de signe
différent. Ainsi, nous avons multiplié par x — iy lorsque nous avions x + iy au
dénominateur. C’est un élément qui revient souvent lorsqu’on travaille avec les nombres
complexes : c’est le complexe conjugué.
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Si on a un nombre complexe

z=x+1iy
alors le complexe conjugué est

Z=x-1y

Ainsi, le complexe conjugué de 5 + 2i est 5 - 2i, et le complexe conjugué de 3 -iest 3 +i.
Le complexe conjugué est parfois noté z*.

Le complexe conjugué peut également étre utilisé pour calculer les parties réelle et
imaginaire d’'un nombre complexe. Puisque

z+z7=(x+iy)+(x—iy)=2x

et
72—z =(x+iy)—(x—iy)=2iy
on a
7+7Z
R -
()=
et
-2
I =
m(z)==




8. Module ou valeur absolue d’'un nombre complexe
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Le complexe conjugué est utile parce que lorsqu’on multiplie un nombre complexe par
son complexe conjugué, on obtient toujours un nombre réel. En effet, on a

Z =(x+iy)(x—iy)

=x% +ixy—ixy—i’y’
:x2+y2

qui est toujours un nombre réel positif.

Le module (ou valeur absolue) d’un nombre complexe est d’ailleurs défini par

o=z =x*+y

Si on examine le résultat de ce calcul
sur le plan complexe, on peut voir que
ce calcul nous donne simplement la
longueur de I'hypoténuse du triangle.
Autrement dit, le module d’'un nombre
complexe est simplement la distance
entre l'origine du plan complexe et le
point représentant le nombre
complexe.

EE

2it

il

9. Distance entre deux nombres complexes dans le plan complexe

La distance entre deux points (x,,y,) et (x,,y,) dans un plan est donnée par

d=\(x-x) +(n-v)

Or si on a deux nombres complexes w=x, +iy, et z=ux, +iy, et que l'on calcule,

on obtient

w4



==y (w=2)(w=2)
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:\/((xl_x2)+i(y1_yz))((xl_XZ)_i(yl_yZ))

—Jx-x) +(n-y.)

En comparant, on obtient

d=|w—z|

SERIE D’EXERCICES 2
Trouvez
1 [1-i 2. ‘—ﬁ
2
3. |cost9+isin6’| 4, |6—8i|
5, 1+4i 6. Z
4+ zZ
N2
- (3+4l) 3. 1
3—-4i T—ir
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10. La forme polaire des nombres complexes

Comme les nombres complexes peuvent étre représentés par des points dans le plan
complexe et comme il y a plusieurs fagcons de donner la position d’un point dans le plan,
il y a plusieurs fagcons d’écrire les nombres complexes.

Une des formes les plus utiles fait appel aux coordonnées polaires. Pour donner la position
d’un point dans le plan, on peut, au lieu des coordonnées cartésiennes x et vy, utiliser la

distance du point jusqu’a I'origine ainsi que I'angle que fait ce rayon avec 'axe des x.

Chaque point peut donc étre décrit par les valeurs de r et 6.

z14
zi4
Z
F
il
;!I ¥
. B x . . .
-1 0 1 3 z 4
gl

Lorsqu’on connait les coordonnées polaires d’un point, il est trés facile d’en obtenir les
coordonnées cartésiennes. A I'aide d’un peu de géométrie élémentaire, on obtient les
équations suivantes :

x=rcos@ et y=rsinf

On peut également obtenir les coordonnées polaires a partir des coordonnées
cartésiennes a |'aide des équations suivantes :

r=yJx’+y> et @=arctan>

X
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Les nombres complexes z = x+iy peuvent donc étre aussi bien représentés par la forme
polaire

z=r(cos@+isin0)

On reconnait immédiatement que r est le module du nombre complexe. & s’appelle
I'argument du nombre complexe. Cela peut d’ailleurs s’écrire

=l

et
f=argz

Notez que les angles sont toujours donnés en radians et mesurés dans le sens antihoraire
a partir de I'axe des x. Si I'angle est mesuré dans le sens horaire, il sera alors négatif.

Notez également que I'argument d’un nombre complexe n’est pas unique. En ajoutant 2
a 'argument, on effectue une rotation compléte pour revenir au méme angle. On peut
donc ajouter ou enlever des 27 a I'argument autant qu’on veut sans changer la valeur
d’'un nombre complexe. Nous verrons plus tard que cela pourra avoir un impact sur le
résultat de certains calculs.

Parfois, on limite la valeur de &a un certain domaine. C’'est ce qu’on fait lorsqu’on parle

de la valeur principale de I'argument. Dans ce cas, la valeur de I'angle doit étre entre -1
et . On a donc

—T<argzs<nmw

Seul le nombre z =0, I'origine, n’a pas d’argument défini. Comme ce point est a
I'origine, il est impossible de donner I'angle que fait ce point avec I'axe des x .

Exemple Ecrire z = 1 + i sous forme polaire

Le module est

r=JIP+1> =2
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et 'argument est

0= arctan% =

&N

La forme polaire est donc

z:\/z cos£+isin£
4 4

Avec la forme polaire, la multiplication et la division des nombres complexes prennent
une forme intéressante.

La multiplication donne

z,-7, =1 (cosg +isinb,)-r, (cos 6, +isin6,)
= rlrz(cos01c0s02+icosﬁlsin02 +isin @ cos@, +i’sin G, sin02)

=711, ((cos 8 cos B, —sin 6 sin G, ) +i(cos @, sin @, +sin §, cos F, ) )
En utilisant quelques identités trigonométriques, on a
z,-z, =11, (cos (6, +6,)+isin(6,+86,))
On a donc que
o 2. =n -1 =[a] [z
et
arg(z,-z,)=6,+6, =argz +arg z,

C'est un résultat remarquablement simple et qui n’est pas sans rappeler les lois des
exposants. Nous verrons plus tard que cela n’est pas fortuit.

Avec la division, nous obtenons des résultats similaires. Siona z=1z,/z, alors
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Ainsi
=kl
et nous avons
= {22
B

Nous avons également
arg(z, ) =arg(z)+arg(z,)
Ce qui nous donne
arg (z) =arg(z, ) —arg(z,) =6, -6,

De |3, on peut conclure que

i=i(cos(6’1 —6,)+isin(6,-6,))

G h

Exemple  Soit les nombres z, =3(cos3Z +isin3Z) et z, =6(cosZ+isinZ)

a) Calculer z; -z,
2% :3'6(008(%+%)+isin(%+§))
=18(cos(7)+isin(r))
=-18
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b) Calculer z,/z,
Z 6 V4 T r o1 Y4 T
&= 2 eos(s-) isin(5-29)
=2(cos(=£)+isin(Z))
=-2i

SERIE D’EXERCICES 3

Déterminez la valeur principale de I'argument de

1.-2+2§ 2.-4
3.-3i/2 4.1-i\3

Représentez dans la forme polaire

5.1+ 6.-4 + 4

7. 4i 8.-7

o 2+2i 10 i2
1—-i 3+3i

Représentez dans la forme x + iy
11. 4(cosZ +isin %) 12. \/8(cosZ +isin %)

13. 7 (cosw+isin ) 14. /50 (cos 3 +isin %)
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11. Puissance entiéere

On peut maintenant examiner d’autres opérations sur les nombres complexes, opérations
gue I'on peut au départ exprimer a |'aide des 4 opérations de base et qu’on généralise
par la suite.

Commengons par la puissance entiere d’un nombre, définie par

"=2-22222°2°2°.." 2

n fois

Avec les nombres complexes, on obtient alors, selon les régles de multiplication de la
section précédente,

7> =r(cos@+isinB)-r(cosf+isin )
=r’(cos260+isin26)

2=z7"z
=71’ (cos26+isin26)-r(cos@+isinb)

=71’ (cos36+isin30)

=7z
=7’ (cos36+isin30)-r(cosf+isin )
=r*(cos46+isin46)
On peut donc déduire que
7" =r"(cosnf+isinnb)
et

(cos@+isin 0)" =cosné +isinnb

Cette derniere formule est la formule de De Moivre (Abraham de Moivre, France 1667-
1754), tres utile pour démontrer des identités trigonométriqgues comme nous le verrons
plus tard.
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Ces formules sont également valides pour des valeurs de n négatives puisque

r" (cosn@+isinnd)

o cosn@ —isinné

(cos n@+isinnd)(cosné—isinnd)

cosn@ —isinn@

—n

=r

cos” né —isin nfcos n@ —isin né cos nd —i’ sin’ né
cosn@ —isinn@

—n

cos” nf+sin’ nf
=r"(cosnf—isinnd)

=" (cos(~n)6+isin(-n)6)

Exemple Calculer (3 + 4i)3.
Comme on a pu le vaoir, il est beaucoup plus facile de calculer la valeur d’une

puissance d’'un nombre complexe lorsque ce dernier est sous forme polaire.
Calculons donc le module et I'argument du nombre complexe.

r=~3"+4 =5
4
0= arctang =0,927rad
La forme polaire est donc
z2=5(c0s0,927+isin0,927)

On peut alors calculer la puissance

2’ =5%(c0s3-0,927 +isin3-0,927)
=125(cos2,782+isin2,782)
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On peut alors ramener ce résultat sous forme cartésienne en utilisant

x=rcos@
=125co0s2,782
=-117

et
y=rsinf
=125sin2,782
=44
pour obtenir le résultat qui est —117 + 44i.
Il aurait également été possible de calculer cette valeur en multipliant z par lui-

méme trois fois. Cette méthode deviendrait cependant longue lorsque viendrait
le temps de calculer des puissances élevées.

12. Puissance fractionnaire : les racines

La formule du calcul des puissances reste également bonne lorsque I'exposant est
fractionnaire.

1 1

7" =r"(costf+isinlo)

Cela doit étre vrai, car

1

7= (z7 )n = (r% ((:05%49+isin§6?))’Z
=r (cosf9+isin§0)

=r(cos@+isinb)

De plus, puisque (z%) =z, il est clair que
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La formule des puissances nous permet donc de calculer les racines des nombres
complexes.
Exemple Calculer 4/1

Comme 1 =1 (cos 0 + i sin 0), alors

Q/I = Q/I(cos%ﬂ'sin%j

=1(cos0+isin0)
=1

On s’attendait un peu a ce résultat, car 1* =1

Mais ce n’est pas la seule réponse possible. Comme on peut également avoir
1=1(cos2x+isin27), alors

(‘/I :M(cos%+isin%j

T .. T
=1| cos—+isin—
( 2 ZJ

=i
ce qui est également vrai, cari* =1.

Ce n’est pas tout, on peut encore ajouter 2a I'argument du nombre complexe de
départ pour obtenir 1 =1 (cos 47+ i sin 47). Alors

4‘/1 =<‘/I(cos%[+isin%[j

=1(cos T +isin7)
-1

qui est encore une racine puisque (—1)4 =1.
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On peut encore ajouter 27 a I'argument du nombre complexe de départ pour
obtenir 1 =1 (cos 6+ i sin 67), alors

(‘/I = M(cos%+isin%j

( 3z .. 37:}
=1| cos—+isin—
2 2

=—i
. . . N\ 4
qui est encore une racine puisque (—i) =1.

Cependant, si on ajoute encore 27, on obtient 1 (cos 8 7+ i sin 8 7). Dans ce cas on
a

4‘/1 =<‘/I(cos%+isin87ﬂj

=1(cos27+isin27)
=1

et on revient a la premiére solution. En ajoutant encore des 27 a partir de la nous
obtiendrons toujours une des quatre solutions précédentes.

Les quatre solutions sont donc 1, i, -1 et —i.

Toutes les solutions d’une racine s’obtiennent donc en ajoutant des 2z a I'argument du

nombre complexe dont on fait la racine. Cela ne change pas ce nombre, mais change la

valeur de la racine. En général, on revient aux mémes solutions en ajoutant 2nzlorsqu’on

fait la racine n-iéme puisqu’on a alors

Vz=4r

COS
n

0+2rn ) 0+27L’nj
—— +isin————

n

cos (g + 27&') +isin (Q + 27[))
n n

e .. 0
cos—+isin—
n n
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qui est la premiére solution obtenue en n’ajoutant aucun 27z Il y a donc n solutions
lorsqu’on fait la racine n-ieme du nombre complexe.

L’ensemble des solutions est donc obtenu par

n n

4/_=4/;[cos9+27[k +isin 9+27[kj

ouk=0,1,2,3,....,n-1

Exemple Calculer \/;

. } T .. 7 .
Sous forme polaire,ona i = I(COSEHSIHE) Les 2 solutions sont donc

\/EZ\/I(COSl£+iSinl£j
22 22

T .. 7
=1| cos—+isin—
(s i
et
; 1(x .. 1z
\/;=\/I cos—| —+27x |+isin—| —+ 27
2\ 2 2\ 2
St .. 5x
=1| cos—+isin—
4 4
Sous forme cartésienne, ces deux solutions sont 72+%i et —%—Qi. Notez

gue la deuxieme solution est identique a la premiéere solution, mais avec les signes
inverses. C'est toujours le cas lorsqu’on fait une racine carrée.
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Exemple Résoudrez2— (2 -2i)z+ 16 -2i=0.

Pour résoudre ce genre de probleme, on n’a qu’a employer la formule pour
résoudre les équations quadratiques en prenant les nombres complexes au lieu
des nombres réels.

2-2i4J(2-2i) —4-1-(16-2i)
- 2
2-2i+J(4-4i—4i-4)-4-(16-2i)
- 2

2-2i+~/-8i—64+8i
2
_2-2i++/-64

2
_2-2i%8i
2

=1+3i et 1-5i

4

Notez qu’avec les nombres complexes, il n’est pas nécessaire d’écrire le + devant
la racine. Ce * apparait lorsqu’on trouve toutes les solutions de la racine.

13. Représentations des racines dans le plan complexe

Il est également intéressant de représenter ces solutions dans le plan complexe. Prenons
par exemple les racines de 1.

Si on calcule \/I , on a les solutions
ﬁ=ﬁ(cosg+isingj:1

et

\/I = \/I(cos 0+227[+isin 0+227[j =-1.



Les nombres complexes

Ces racines sont situées aux endroits suivants dans le plan complexe.

Ces deux racines sont décalées dans le plan complexe de zradians. C'est en général le cas
puisque I'argument de la premiére solution est #/2 alors que I'argument de la deuxiéme
solution est (8 + 27)/2 = G2 + & L’écart entre les deux solutions est donc toujours de
zradians. Elles seront également a la méme distance de |'origine puisque le module des

deux racines est /7 .

Dans le cas de la racine cubique, les solutions sont

Q/Izl(cosgﬂ'singj:l
3 3

é/izl cos0+27r+isin0+2ﬂj:cosz—ﬂ-+isin2—ﬂ-
3 3
et
Q/Izl coso+47z+isin0+4ﬁj=cos4?”+isin4?”

Ce qui donne les trois racines suivantes dans le plan complexe.

<'

o
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Ces trois solutions sont décalées d’un angle de 2773. C'est toujours le cas puisque la
premiere solution d’une racine cubique sera a &3, la deuxieme sera a
(6+2m)/3 =603 + 213 et la troisieme sera a (6+ 4x1)/3 = 83 + 4773. Ces solutions sont
aussi toutes a la méme distance de I'origine puisqu’elles auront toutes le méme module,
I/r . Si on relie ces racines entre elles, on obtient donc un triangle équilatéral inscrit dans
un cercle de rayon 1 (en général, les racines forment un triangle inscrit dans un cercle de

rayon%/;).

Ces idées se généralisent pour les racines n-ieme. Les racines seront toutes décalées du
méme angle, 277n, et seront toutes a la méme distance de 'origine, 4r . Par exemple, les
solutions des racines quatrieme et cinquiéme de 1 ressembleraient a cela dans le plan
complexe.

Ces solutions sont régulierement espacées sur un cercle de rayon unitaire et forment
toujours une figure géométrique réguliere inscrite dans un cercle.

SERIE D’EXERCICES 4

Calculez la valeur des puissances suivantes.

1. (4+4\/§i)5 2, (2\/§+2i)6

3( 5+45; JG 4 63460 )
L1003 +10i | 6+6i
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Trouvez toutes les valeurs possibles des racines suivantes et tracez-les dans le plan
complexe.

5. Vi 6. /—i

7. V-4 8. \J1-i3
9. -1 10. 3+ 4i
11. V-5+12i 12. \/-8-6i
13. J1+i 14. /-1

15. ¢-1 16. {1

Trouvez toutes les solutions des équations suivantes.

17.22+z+1=i 18.2-3z+3=1i

19.2- (5+i)z+8+i=0 20. 7 - 3(1 +2i)z2= 8 - 6i

21. Soit P un polygone régulier a n cotés dont les sommets sont sur un cercle de rayon 1.

Trouvez le produit des longueurs des n-1 segments de lignes droites qui joignent un
sommet donné de P aux n-1 autres sommets de P. (Ouf!)

14. La fonction exponentielle

La fonction exponentielle d’'un nombre complexe est

Il est quand méme assez facile de savoir ce que vaut ¢*, mais il est plus difficile de calculer
€Y. Pour y arriver, nous allons utiliser I'identité
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e” =cos y+isiny

Cette relation est d’'une importance capitale dans I’étude des nombres complexes et nous
allons présenter deux preuves.

Premiere preuve

Posons s =cos y+isiny. Alors

ds ) .
— =—siny+icosy
dy

=i(cos y+isiny)

=1is

On a donc

En intégrant de chaque c6té nous obtenons

%zjidy

Ins=iy+K
On peut alors isoler s et redéfinir la constante pour obtenir
s=Ke"
Ainsi, comme on a posé au départ que s = cos y +isiny, ona
cos y+isin y = Ke"”

Pour trouver la valeur de K, posons y = 0. Nous avons alors
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cos0+isin 0= Ke™
1=K

Nous avons alors le résultat final
cos y+isiny=e"
Deuxieme preuve

Le développement en série d’une exponentielle est

N XX
e =l+x+—+—+..
21 3!

Nous avons alors

. \2 . \3 . \4 . \3 . \0 . \7
() () () () () ()
2031 4 st el 7!

2 3 4 5 6 7
:1+(iy)—y——iy—+y—+iy——y——iy—+
20 31 41 51 6! 7!

2 4 6 3 5 7
:[1_y_+y__y_+...j+i[y_y_+y__y_+...j.
2! 4! 6! 31 5 7!

Comme les développements en série des cosinus et sinus sont

e” =1+ (iy)+

2 x4 x6
cosx=l-—+—-——+
21 4! 6!
et
3 xS X7
sinx=x——+—-——
31 50 7!

Il s’ensuit que

e” =cosy+isiny
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La forme polaire des nombres complexes devient donc
r(cos@+isin@)=re”

Avec cette forme, il est encore plus facile de faire la multiplication de deux nombres
complexes

_ 6 i,
3% =he nhe

_ i(6,+6,)
=hhe

On retrouve alors le résultat connu que lors de la multiplication de deux nombres
complexes, le module est le produit des deux modules et I'argument est la somme des
deux arguments. La ressemblance entre la loi pour les arguments et les exposants n’était
donc pas fortuite puisque I'argument est bel et bien un exposant.

Exemple Calculer "%

1,4-0,61 1,4 -0,6i
e f=e e

=¢"*(cos(—0,6)+isin(-0,6))
= 4,055(0,8250,5651)
=3,347-2,290i

Il est important de noter quelques valeurs importantes de la fonction exponentielle

Pour Euler, la relation

e +1=0

était d’une importance fondamentale puisqu’elle relie entre elles les quatre nombres
réels les plus importants en mathématique, ¢, 7z, 1 et 0.
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Généralisation
On peut finalement conclure que

e" =e*(cos y+isiny)

Période de la fonction exponentielle

La fonction exponentielle est particuliére parce qu’elle est périodique. En effet, puisque

ez+2m’ :ex+iy+2m‘
=e"(cos(y+27)+isin(y+27))
=e"(cos y+isiny)
:ex+iy

:eZ

La fonction exponentielle est périodique avec une période purement imaginaire de 2.

SERIE D’EXERCICES 5

Calculez ¢ (dans la forme x + iy) lorsque z vaut

1.1 2.3+
3.-i 4, —L1+23i
5.-2-3m 6.97i/2
7.e+5m 8. 71—
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Trouvez les parties réelles et imaginaires de

10. ¢ * 11. *™

2

12. ¢° 13, {1+

Ecrivez les expressions suivantes dans la forme polaire (z = r ¢'?)

14. /i 15. -1+

16.6 - 8i

15. La fonction logarithmique et la puissance généralisée

Il serait maintenant intéressant de connaitre la fonction inverse de la fonction
exponentielle. Autrement dit, quelle est la valeur de w dans I’équation suivante si on
connait la valeur de z ?

Par définition, cette valeur sera appelée
w=lnz

En écrivant le nombre z sous la forme polaire, on obtient

ew — rei9+27mi

et donc que

w=In (rei9+27z'm' )

=Inr+i@+2xni.

Commew =1Inz,ona
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Inz=Inr+if+27zni
Il y a donc une infinité de solutions au logarithme d’un nombre complexe.

Lorsqu’on limite la valeur de I'argument du nombre complexe a sa valeur principale, c’est-
a-dire entre les valeurs de —x et 7, alors on obtient la valeur principale du logarithme.
Dans ce cas, il s’écrit plutdt en commencant par une lettre majuscule

Lnz=Inr+i6
Ainsi,

Inz=Lnz+27ni

16. La querelle sur le logarithme des nombres négatifs

Sion calcule le logarithme d’un nombre réel positif, alors I'argument est zéro et la formule
du logarithme redevient simplement le logarithme tel qu’on le connait. Par contre, si on
calcule le logarithme d’un nombre réel négatif, alors I'argument est 7 et on obtient

In(—x)=Inx+ir

(ou x est un entier positif). On voit donc que le logarithme des nombres réels négatifs
comprend une partie imaginaire.

Avant de comprendre cela, les
mathématiciens du XVIle siecle,
spécialement Gottfried Wilhelm Leibniz
(Allemagne  1646-1716) et Johann
Bernouilli (Suisse 1667-1748) au départ, se
sont querellés sur cette question pendant
pres de 50 ans. Le tout commence en 1702

lorsque  Bernouilli résolut quelques

intégrales en supposant que In (-x) avait une solution. Leibniz maintenait qu’il ne pouvait
faire de tels calculs, car, selon lui, In (-x) n’existait tout simplement pas. L'argument
ressemblait un peu a cela : Les nombres entre 0 et 1 ont un logarithme compris entre -oo
et O et les nombres plus grands que 1 ont un logarithme entre 0 et . Puisque deux
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nombres ne peuvent avoir le méme logarithme, il ne peut y avoir de solution a In (-x), car
il ne reste plus de valeur possible a donner, toutes les valeurs des logarithmes ayant déja
été utilisées par les nombres positifs. (Ce résultat n’est pas correct, il n’explore pas la
possibilité que la valeur du logarithme ne soit pas un nombre réel.)

Bernouilli répliqua alors que les logarithmes des nombres négatifs existent puisque

et gu’en intégrant de chaque c6té on obtient In (x) = In (-x). (Ce résultat n’est pas correct,
il mangue la constante d’intégration qui, dans ce cas, est i)

Les deux, et d’autres qui embarquérent dans le débat, n’arrétérent pas de s’envoyer ainsi
des preuves et des arguments démontrant leurs points de vue et démolissant les
arguments des autres. Tous ces arguments ne pouvaient étre bons puisque ni I'un ni
I'autre n’avait raison. Il fallut attendre aux environs de 1748 pour que le débat cesse. C’est
alors qu’Euler démontra que les arguments des deux opposants étaient incorrects
puisque le logarithme d’un nombre négatif est un nombre complexe.

17. La puissance généralisée
On a déja calculé la puissance d’un nombre complexe, mais on a fait que les cas ou la
puissance était un nombre réel, comme z°. On n’a pas fait des cas ol I'exposant est un

nombre complexe, tels que z* * . Nous allons maintenant remédier a cette situation.

En écrivant la puissance sous une autre forme, nous allons pouvoir aisément calculer sa
valeur. En effet, en écrivant

P (elnz )W

ce qui devient, en utilisant les lois des exposants,

w _  wlnz
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Il est facile de calculer la valeur de la puissance, car on sait déja comment calculer les
fonctions logarithmique et exponentielle. Comme il y a plusieurs valeurs possibles au
logarithme, il y aura plusieurs valeurs possibles a la puissance. Nous nous limiterons
parfois a une seule valeur si nous voulons la valeur principale de la puissance, qui se
calcule avec la valeur principale du logarithme.

_ wlnz

Valeur principale dez" =¢

Exemple Calculer la valeur principale de i

Exemple Calculer (1+i)"

(1+i)2—i _ e(2—i)1n(1+i)

(2—i)(ln\/§+i£+27mi]

22+ E +azni-ilnN2+E 42710
—e 2 4

(T
22+ %427 1(74—472'}1—1[1\/5)
=e 4 2

n\/—+£+ zn
o Cos(%+47m—lnﬁ}+isin(§+47m—ln\/§j

Comme il est inutile d’ajouter des 47 a dans un cosinus ou un sinus et que

™2 =2 onaalors
(1+i)"" = 2e%+m (cos(%—lnﬁ)ﬂsin (%—ln\/i))

= ¢*™ (1,490 +4,126i)
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SERIE D’EXERCICES 6

Trouvez la valeur principale de In z lorsque z vaut

1.-7 2. V2 +/2i
3.(1-0) 4. 3+/27i

Trouvez toutes les valeurs des expressions suivantes.

5.1n2 6. 1n (-5)

7. ln%l 8.1n (3 + 2i)

9. In (%) 10. In (-% + 5i)
11.1n (7- i) 12.1n (e + i)

Résoudre les équations suivantes.

13. ¢ =-3+4i 14. =1
15, % =2 16. ¢* =1
17.Inz=-m/2 18.Inz=-2- i
19.Inz=3-i 20.Inz=e-7i

Trouvez la valeur principale de

21,7 22. (2i)%
23. (1 + 3i) 24. (1 +0)'-1
25.341 26. 3 +4i) P

27.(-5) 24 28.(5-2i)3+7
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18. Les fonctions trigonométriques
Les fonctions trigonométriques sinus et cosinus des nombres complexes sont définies par

iz —iz iz —iz
cosz=——— et sinzg= -
2 21

On peut montrer que ces définitions redonnent les fonctions que I'on connait lorsque
I’angle est un nombre réel. Dans le cas du cosinus on a

" +e™ (cosx+isinx)+(cos(—x)+isin(—x))

2 2
_ (cos x+isinx)+(cos x—isin x)
2

=COSXx

En procédant de la méme fagon, on peut montrer que la définition de sin x nous redonne
bien la fonction que l'on connait pour les nombres réels. Les autres fonctions
trigonométriques sont définies a partir des fonctions sinus et cosinus exactement comme
elles I'étaient pour les nombres réels.

sin z cos z
cotz =—; secz = CSCZ=—
cosz sin 7 coS 2 sin z

tan z =

Si on sait calculer la fonction exponentielle d’'un nombre complexe, on peut donc calculer
la valeur des fonctions trigonométriques.

Exemple Calculer cos i.
i

el +e”
cosi=———

=1,543
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19. Les fonctions trigonométriques inverses

Maintenant, si on a cos w = z et que I'on connait z, que vaut w ? Pour le calculer, il faut
faire w = arccos z

On le calcule en isolant w dans

eiw + e—iw

On a alors

er =27+ ™ =0

. 2 .
(e") —2z¢" +1=0
En appliquant la formule quadratique, on a

o = 274477 -4

2

=z+vz’ -1

Notez que le + n’est pas nécessaire puisqu’on l'insere automatiqguement en calculant
toutes les valeurs possibles de la racine en nombre complexe. Nous obtenons finalement

= —iln(z+m)
et ainsi

arccosz=—i1n(z+\/z2—1)

En procédant de méme facon, on obtient
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arcsin z =—iln(iz+\/1—z2)

1
Exemple Calculer arccosz

Nous allons calculer cette valeur parce que nous savons par la trigonométrie ce
gue vaut cette expression, elle vaut

1 T
arccos—==*—+2xn
V2 T4

On vérifiera alors que la formule développée dans cette section nous donne la
méme réponse. On a donc

Ce qui est bien correct.
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SERIE D’EXERCICES 7

Calculez

1.cos?2 2. cos (3 +2i)
3. sin (3 + 2i) 4. sin 37
5.cos (m+in) 6.cos i

7. sin (\/5—41')

Trouvez toutes les solutions de
8.cosz=0 9. sin z = cos 2i
10.cosz=3i

i i+
11. Montrez que arctan z :—ln'—z
-z

Calculez les expressions suivantes.
12. arccos (2) 13. arcsin (i)

14. arctan (2i)

20. Applications : identités trigonométriques
Toutes les relations concernant les nombres complexes trouvées précédemment peuvent

étre utilisées pour prouver des identités trigonométriques beaucoup plus facilement
gu’avec les méthodes géométriques. On utilisera tres souvent la relation

i0 ..
e’ =cos@+isiné
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Exemple Prouver que cos(6, +6,)=cos 8, cos 8, —sin 6, sin 6, .

cos(6, +6,) =Re(cos(6,+86,)+isin(6,+86,))
Re ( 91+92))

( 6 1«92)

=Re[(cos 6, +isin8,)(cos b, +isin6,) |

=Re[cos 6, cos @, +icos b sin 6, +isin 6 cosd, —sin 6 sin b, |

Exemple Exprimer sin 38 en termes de puissance de siné.

sin 360 = Im[e’”]
(]
=Im[(cost9+isin 0)3}
= Im[cos3 0 +3icos’ @sin@—3cosfsin’ @—isin’ 0]
=3cos’ @#sin@—sin’ @

En utilisant cos?2@+ sin?6=1 on a

sin3¢ =3(1-sin’ #)sin O —sin’ &
=3sin@—4sin’ @
On peut méme pousser cet exemple un peu plus loin et trouver une autre relation

trigonométrique. Comme sin 36 est un polynéme de degré trois, on devrait
pouvoir le factoriser et obtenir

3sin@—4sin’ @ =k(sinf—¢,)(sinf-a,)(sinf-a,)

ou les asont les zéros du polyndme 3sin@—4sin’ @=0 et k est une constante.
Comme cette équation est équivalente a sin 368 = 0, les racines sont celles pour
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lesquelles @=nx /3. Il y a trois valeurs différentes possibles, sin 0, sin 773 et
sin -773. Nous avons donc

3sin@—4sin’ @ =k (sin @ —sin 0)(sin @ —sin 7 /3)(sin @ +sin 7/ 3)

En effectuant la multiplication des facteurs, il est aisé de voir que le coefficient de

sin’ @ devrait étre égal 3 -4, ce qui implique que k = -4. Nous avons donc

sin30 =—4sin @ (sin@—sin 7 /3)(sin @ +sinz/3)

Exemple Exprimer cos3@en termes de cos n6, ou n est un entier.

o, -io\’
e +te
cos’@=| ———
2

(Y (Y () (e )
- 8
e3i9+3ei9+3e—i9+e—3i9
8
(cos30+isin36)+3(cos@+isin@)+3(cos@—isin )+ (cos36—isin30)

8

=lcos30+§cosﬁ
4 4
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Exemple  Exprimer 4cos(x+7)+3cos(x—7) a l'aide d’un seul cosinus.

4cos(x+7x)+3cos(x—%)=Re| 4¢'" +3e i(x=7) ]

—Rel| 4ee'™ + 3¢ e

=Re|e ix(4ei”+3e_i%)_
=Re| e (—4-3i)]
=Re| "5 ]

=Re| 5/ |

=5cos(x—2,489)

SERIE D’EXERCICES 8

1. Démontrez que cos 28 =cos” @ —sin>

2. Démontrez que sin28 =2sin@cos .

3. Démontrez que cos(A+ B) =cos Acos B—sin Asin B.

4. Démontrez que sin(A+ B) =sin Acos B+cos Asin B..

5. Démontrez que siné =, /w .
2 2
6. Démontrer que cos% =1, /# .

7. Exprimez sin 38 comme un polynéme de sin 6.
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8. Exprimez cos 78 comme un polynéme de cos 6.
9. Exprimez sin 78 comme un polynéme de sin 6.

10. Exprimez cos® &comme une somme de cos né.

11. Démontrez sinA+sinB:2sin(A;Bjcos(A;Bj.

12. Calculez 3cos (8+7m) + 4cos(8+ m2) sous la forme Acos (6 +¢).

Solutions des exercices

Série d’exercices 1

1.-32-24i 2.7/29 + (26/29)i
3.-7/625 - (24/625)i 4.7/50 - (13/25)i
5.9-7i 6.-12 + 16i
7.34 8.-2+5i

9.4 10.2-i

11. 17 + 1,5i 12. 10+

13.2/5 14.-1/5

15.4/13 16. 2/25

Série d’exercices 2

1.2 2.3/2



3.1

5.1

7.5

Série d’exercices 3

1.374

3.-72

5. /2 (cosZ+isinZ)
7. 4(cosZ+isinZ)
9. 2(cosZ+isinZ)
11.4i

13. -«

Série d’exercices 4

1.16384 - 16383+/3 i

|
—i
512

_—
2

5. i(ﬁ \/flj
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4. -773
5-4\/§(cos%+isin%”)
8.7(cosw+isinx)
10.%(cos%+isin§)
12.2 +2i

14.-5+5i
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7.£2i 8. ‘{%—izj
(L) ) 020

11. + (2 + 3i) 12. + (-1 + 3i)

13. /2 (cos w12 + i sin 12), Y2 (cos 3774 + i sin 3774), /2 (cos 17412 + i sin 174/12)

14. -1, cos /75 + i sin /75, cos 3775 + i sin 3775

15. cos /76 + i sin 776, cos 3776 + i sin 3776, cos 5776 + i sin 5776, cos 776 + i sin 7776,

cos 9776 + i sin 9776, cos 11776 + i sin 11776

16. £1, £+, i(%-l—%l} t+(%—% J 17.-1-4,i

18.2+1i,1-1i 19.2-4,3+2i

20. +(1 + i), 22 + 1)

Série d’exercices 5

1.2,718 2.-20,086

3.0,540 - 0,841 4. 0,0429 + 0,6050i

5.-0,135 6.1

7.-15,154 8. 20,308 - 11,094i

9. 0,260 + 0,260i 10. e cos y/2, -e**sin y/2,

11. ¢*® cos 27y, €*™ sin 27y



y

2_.2 2
12. ¢" 7 cos2xy, e*

13. ¢V cos (x +y), €7 sin(x +y)

15. ﬁe3m/4

Série d’exercices 6

1.1,947 +3,142 i
3.0,693- 1,571

5. 0,693 + 2nm

7.-1,099 + i(-2 + 2nn)

9. 2+ 2nmi

11. 1,193 + (-0,308 + 2nm)i
13. 1,609 + (2,214 + 2nn)i
15. 0,3466 + 72 + 7in
17.-i

19. 10,85 - 16,90 i

21. £+£i
2 2

23.0,117 + 0,262 i

25.36,84 72,14 i

" sin 2xy
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14. 74

16. 100977

2.0,693 +0,785i
4.1,792 + 1,047 i

6. 1,609 + 3,142 i + 2nm
8. 1,283 + (0,588 + 2nn)i
10. 1,611 + (1,621 + 2nn)i
12. 1,424 + (0,858 + 2nn)i
14. (772 +2/m)i

16. +\/nz % ilnz

18. 0,00957 - 0,135 i

20.-15,154

22.0,00793 +0,0425 i

24.2,808 + 1,318 i

26. 1,629 + 0,520 i



27.7083319+ 1103 646 i

Série d’exercices 7

1.-0,4161
3. 0,531-3,591i
5.-11,592

7.26.974 - 4256 i
9, (%+27mji2i

12. +1,317i + 2/m

14. 1,571 + 0,549 i + m

Série d’exercices 8

7.3 sin @-4sin3 6

8. 64cos’ @—112cos’ @ +56cos’ @—Tcos B

9. —64sin’ @+112sin” & —56sin’ @+ 7sin O

10. 1/32 (cos 668+ 6 cos 460+ 15 cos 26+ 10)

12.5 cos (6+ 2,214)
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28.-276,15 - 436,03 i

2.-3,725-0,512 i
4.6195,821
6. 1,543

8. W2 +nxw

10. +(72 + 2n7- 1,818 i)

13.0,8813 i + 2/m
et-0,8813 i+ 7+ 2/m



